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INTRODUCTION. 


Q tJELQUES personnes, qui ont bien voulu 
guider mes premiers pas dans ia carriere 
des sciences , et parmi iesquelies je cite-- 
raj avec reconnaissance MM. Laplace et 
Poisson f ajant temoigne le desrr de me 
voir publier le Cours d’anaiyse de FEcoIe 
royale poiytechnique , je me suis decide 
trmettre ce Cours par ecrit pour la plus 
grande utilite des eleves. J’ea offre ici ia pre- 
miere partie connue sous ie nom S Analyse 
algehrique, et dans Jaqueile je traite suc- 
cessirement des diverses especes de fonc- 
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tions veelfes ou imaginaires , des series 
convergentes ou dirergentes, de la resolu- 
tion des equations, etde la d<k:oniposition 
des fractions .rationneiles, En parlant de 
la continuite des fonctions, je n’ai pu me 
dispenser de faire connaitre les proprietes 
principales des quantites infiniment pe- 
tites , proprietes qui servent de base au 
calcul infinitesima!, Enfin, dans les preli- 
niinaires et dans quelques notes placees a 
ia fin du volume , j’ai presente des deve- 
loppemens qui peuvent etre utiles soit aux 
Professeurs et aux Heves des Colleges 
pojaux , soit a ceux qui veulent faire une 
etude speciale de fanalyse* 

Quant aux metbodes , j’ai cbercbe a leur 
donner toute la rigueur qu’on exige en 
geqmetrie , de maniere a ne jamais recou- 
rir aux raisons tirees de la generalite de 
I’algebi^Les raisons de cette espece , quoi- 
que assez communoment admises, surrtout 
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^His le passage <Ies series convei^ntes 
series divergentes , et des quantity 
s^eefles aux expressions imaginaires, ne peu- 
vent etre considerees, ce me sembie, quo 
comme des inductions propres a faire j^s- 
seatir quefquefois ia verite, mais qui s’ac- 
cordent peu avec {’exactitude si vantee des 
sciences matbematiques. On doit m^me 
observer qu’eHes tendent a faire attribuer 
aux formuies afgebriques une etendue in- 
definie, tandis que, dans ia realite, ia plu- 
part de ces formuies subsistent uniquement 
sous certaines conditions, et pour certaines 
valeurs des quantites qu’eiles renferment. 
En determinant ces> conditions et ces va- 
leurs, et en Bxant d’uhe maniere precise le 
sens des notations dont je me sers, je fais 
disparaitre toute incertitude j et alors les 
differentes formuies ne presentent plusque 
des relations enti'c les quantites reelles, re- 
lations qu’il est ton jours facilie de verifier 


IV INTRODUCTION. 

par la substitution des nombres aux quaft» 
tites elfes-memes, ll est vrai que , pour 
Tester constamment fidele a ces principes , 
je me suis vu force d’admettre plusieurs 
propositions qui paraitront peut-etre urt 
peu dures an premier abord* Par exemple , 
j’enonce dans ie cbapitre VI, quM»te sene 
diver gerite n^a'pas de ^omme; dans ie cha- 
pitre VII, qu’Mwe equation imaginaire eSf 
seiilement la represmtation symhoUque 
de deux equation's entre quantiles reelles; 
dans ie cliapitre IX , que , si des constantes 
ou des variables comprises dans unefonc- 
tion , apres avoir ete supposees reelles , 
deviennent imaginaires , la notation, d 
l^aide de laquelle la foncUon se trouvait 
exprimeep ne peut dtre conservee dans le 
calcUl qu^envertu d’une convention nou~ 
velle propre d fixer le sens de cette nota- 
tion dans Ta derniere hypothese; &c. Mais 
ceuxqui iiront mon ouvrage reconnaitfont, 
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metLode qu’on puisseemidoyeravec succes 
consiste a observer ies faits et a soumettre 
f^uite ies observations aw caicni. Mais ce 
serait une erreur grave de penser qn’on ne 
trouve ia certitude que dans ies demonstra- 
tions geometriques, on dans ie temojgnage 
des sens ; et quoiqtte personne jusqu’a ce 
jour n^ait essaye de prouver par i’analyse 
fexistence d’Auguste ou ceiie de Louis XIV, 
tout bomme. sense conviendra que cette 
existence est Russi certaine pour Jui que ie 
c^ce de Tbypotbenuse ou ie tbeoreme do 
Maclmrin. J e dirai plus j ia demonstration 
de ce. dernier tbeoreme est a ia portee d^un 
petit nombre (Fesprits, et ies savans ewx- 
memes. ne sont pas tous d’accord sur 
tendue qu’on doit iui atttibuer 5 tandis que 
tout Je mo nde sait fort bien par qui ia France 
u ete gouvernee dansde dix-septieme si^ie, 
et qu’ii ne peut s’eieyer a ce sujet aucune 
contestation raisonnabie. Ce que je dis ici 
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d’un fait hfetoriqua peuts’appliqutr ^ale^- 
ment a uae foule de questions) en reiigion ) 
en morale, en politique. Soyons< done per* 
suades qu’il existe des verites autres que les 
verites de i’algebrei) des realites autres que 
ies objets sensibies. Cultivons avec ardeur 
ies sciences matbematiques, sans vouioir Ies 
etendre au-dela de ieur domaine ; et ii’al- 
lons pas nous imaginer qu’on puisse atta- 
quer I’bistoire avec des formuies, ni don- 
ner pour sanction a la morale des tbeoremes 
d’aigebre ou de calcul integral. 

En terminant cette Introduction, je ne 
puis me dispenser de i«connaftre qu^ Ies 
lumieres et les conseils de plusieurs per- 
sonnes m’ont ete fort utiles, particuli^e- 
ment ceux de MM. Poisson ^ Ampere et 
CorwUs. Je dois'a ce dernier, entre autres 
cboses, la regie sur la convergence des 
produits composes d’un nombre infini de 
facteurs, et j’ai profite plusieurs fois des 
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observations dc M. Ampere^ ainsi que des 
mothodes qu’il developpe dans ses Lecons 
d’anaJyse. 
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I)E 

L’fiCOLE ROYALE POLYTECHNIQUE. 


PRELIMINAIRES. 

REVUE DES DIVERSES ESPfiCES DE QUANTlTfiS REELLES QUE l’ON PEUT CONSIDEREE, SOIT 
EN ALGEBRE, soil EE TRIGONOMETRIE, EX DES NOTATIONS A L’AIDE DESQUEILES ON 
LES REPUfiSE.NTE. — DES MOYENNES ENTRE PLUSIEURS QUANTITES, 


Pour eviter toute espfece de confusion dans le langage et I’ecriture 
algebriques, nous allons fixer dans ces preliminaires la valeur de plu- 
sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit a 
I’Algfebre ordinaire, soit a laTrigonometrie. Les explications que nous 
donnerons a ce sujet sont necessaires, pour que nous ayons la certi- 
tude d’etre parfaitement compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 
allons indiquer d’abord quelle idee il nous parait convenable d’atta- 
cher a ces deux mots, nombre et quantite. 

Nous prendrons toujours la denomination de nombres dans le sens 
oil on I’emploie en Arithmetique, en faisant naitre les nombres de la 
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 
denomination diQ quantiles aux quantites rdeUes pbsitives ou negatives, 
c’est-a-dire aux nombres precedes des signes -h ou — . De plus, nous 
regardefons les quantites eomme destinees a exprimer des accroissc' 
mcnts ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnee sera 
simplement represent^e par un nombre, si Ton se contente de la 
comparer k une autre grandeur de meme espece prise pour unite, et 
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comme devant servir a I’accroissement ou a la diminution d’une gran- 
deur fixe de la meme espece. Cela pose, le signe ou — place devant 
un nombre en modifiera la signification, a peu pres comme un adjectif 
modifie cclle du substantif. Nous appellerons valeur numerique d’uno 
quantife le nom’bre qui en fait la base, quantites egales celles qui ont 
le merae signe avec la merne valeur numerique, et quantites opposees 
deux quantites Egales quant a leurs valeurs numeriques, mais affec- 
tees de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile dc 
rendre compte des diverses operations que I’on pent fairc subir aux 
quantites. Par exemple, deux quantites etant donnees, on pourra tou- 
jours en trouver une troisibme qui, prise pour accroissement d’un 
nombre fixei si elle est positive, et pour diminution dans le cas con- 
traire, conduise au mfime resultat que les deux quantites donnees, 
employees Pune apr'es I’autre a pareil usage. Cette troisieme quan- 
tity, qui k elle seule produit le meme effet que les deux autres, est ce 
qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantites — lo et -+- 7 ont 
pour somme — 3 , attendu qu’une diminution de 10 unites, jointe a 
une augmentation de 7 unites, ^quivaut k une diminution de 3 unites. 
A/ottter deux quantites, e’est former leur somme. La difference entre 
une premikre quantity et une seconde, e’est une troisikme quantity 
qui, ajoutye a la seconde, reproduit la premiere. Enfin, on dit qu’une 
quantity est plus grande ou plus petite qu’une autre, suivant quo la dif- 
fyrence de la premikre k la seconde est positive ou nygativc. D’apri's 
cette definition, les quantitys positives surpassent toujours les quan- 
titys negatives, et celles-ci doivent ytre consideryes comme d’autant 
plus petites que leurs valeurs numyriques sont plus grandes. 

En Algebre, on represente, non seulement les nombres, mais aussi 
les quantitys, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les 
nombres absolus dans la classe des quantitys positives, on pent desi- 
gner la quantity positive qui a pour valeur numerique le nombre A, 
soit par -f-A, soit par A seulement, tandis que la quantity negative 
opposye se trouve reprysentee par — A. De meme, dans le cas oii la 
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synonymeB les deux expressions a et + a, et dt* representer par • - 
la qtiiintitA nppoH^e k -t-a. Cos remar<jues sulHserit pour t'dahlir i 
iju’on appello It r^gk ties signes (mir la Note I). 

On ntunmo quantit^! fw<a/;/e colie quo Ton considJ-.re eotume deva 
reeevoir sureessivoinont plusieurs valours dilTorontes Ij>s uues <1 
autros. On dosigno uno aenildablo quantile (jar uno lottn* prise ord 
naireinont j>ariiu los dorni^ws do Talphahof. On appollo au eontrai: 
quantile eomkmte, et Ton dt'signo ordinairotiK'nl par uiu' dos pr 
inieros lotfroH <le Talphahet touto quantitt'^ qui recoil une valour th 
el d^lerminoe. Lorsquo las valours suceosHivomont attributes li u( 
tnAine variable s'approehont indtlluiment d’uno valour lixo, do mi 
nitre It finir par on dilToror aussi pen <juo Ton voudra, colic dei 
nitre mt appelto la limite «lo loutoH ios autros. Ainsi, par oxeinpb 
HU iioinbri irrationnol osl la limito <los divorsos fractions qui on fou 
nisHont des valours do plus ou plus approchtos. En Gtomtlrio. la su 
face dll eerolo osl la limito vers laquollo oonvorgont Ios surfacos di 
jmlygnnes iiiserifs, taudis quo io nombre do lours cAles croit do pli 
on plus, etc. 

Lorsquo Ios valours iiumtriquos siicoossivos d’uuo mtmo variab 
doeroissont indoHniinont, do nianitro k s’abaissor au-dossous do tot 
utmibro donnt, ciUi varitbla daviout co qu’on nonuno un iuftninm 
pvtk mi uno quantity infinumnt ftetite. lino variable do cotlo. ospoeo 
pour limito. 

Lm*squo Ios valours nuintriquos siicoossivos iruno mtmo variabl 
(•ruissont do plus on plus, da nuinibro a s'olovor au-dossus do lot 
nmnbro dtmno. on dit quo colt© variable a pour limito Vmjni pasit^ 
indiquo par Io signe ao, s’il s'agil iruno variable positive, et I’m/// 
nrgtnif, indiquo par la notation —ao, s’il s’agit d’une variable tiogi 
live, Los tnltnis positif et ntptif sont dosign/^s conjointoinont sous | 
norn tie tpnintitfn injinks. 

Los qnaiititos qui se prtaentenl, dans lo calonl, coiuino rtsullal 


20 COURS D’ANALYSE. 

nature des operations qui les produisent. C’est ainsi que Ton dis- 
tingue, en Algebre, les sommes et diflerences, les produits et quo- 
tients, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithm es; 
en Trigonometrie, les sinus et cosinus, secantes et cosecantes, tan- 
gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono- 
metrique est donnee. Pour bien comprendre ce qui est relatif a ces 
dernieres especes de quantiles, il est necessaire de se rappelcr les 
principes suivants. 

Une longueur, comptee sur une ligne droite ou courbe, pent fetre, 
comme toute espfece de grandeurs, representee soil par un nombre, 
soil par une quantile, savoir : par un nombre, lorsqu’on a simple- 
ment 6gard k la mesure de cette longueur, etpar une quantite, c est- 
a-dire par un nombre precede du signe + ou , lorsque 1 on consi- 
dke la longueur dont il s’agit comme portee, a partir d’un point fixe, 
sur la ligne donnee dans un sens ou dans un autre, pour servir soil a 
1’ augmentation, soil a la diminution d’une autre longueur constants 
aboutissant a ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, et a 
partir duquel on doit porter les longueurs variables designees par des 
quantiles, est ce qu’on appelle Vorigine de ces memes longueurs. 
Deux longueurs comptecs a partir d’une origine commune, mais on 
sens contraires, doivent etre representees par des quantiles de signes 
differents. On pent choisir a volonte le sens dans lequel on doit 
compter les longueurs designees par des quantiles positives; mais, 
ce choix une fois fait, il faudra necessairement compter dans le sens 
oppose les longueurs qui seront designees par des quantiles nega- 
tives. 

Dans un cercle dont le plan est suppose vertical, on prend ordinai- 
rcment pour origine des arcs rextremite du rayon tire horizontale- 
mentde gauclie a droite, et c’est en s’elevant au-dessus de ce point 
que I’on compte les arcs positifs, c’est-ii-dire ceux que I’on designc 
par des quantiles positives. Dans le meme cercle, lorsque le rayon se 
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positivement de bas en haul et negativementen sens contraire, apartir 
du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte 
positivement dans le meme sens que le sinus, mais a partir de 1 ori- 
gine des arcs et sur la verticale menee par cette origine. Enfin, la 
secante se compte a partir du centre sur le rayon mene a Textremite 
de' I’arc que Ton consid^re, et positivement dans le sens de ce rayon. 

Souvent le resultat d’une operation effectuee sur une quantite peut 
avoir plusieurs valeurs differentes les unes des autres. Lorsque nous 
voudrons designer indistinctement une quelconque de ces valeurs, 
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantite sera 
entouree de doubles traits ou de doubles parentheses, et nous reser- 
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui 
paraitra meriter davantage d’etre remarquee. Ainsi, par example, a 
etant une quantite positive, la racine carree de cette quantite aura 
deux valeurs numeriquement egales, mais de signes contraires, dont 
Tune quelconque sera exprimee par la notation 

{{a)Y ou s!]a, 

tandis que l*a valeur positive seule sera representee par 

ou 

en sorte qu’on aura 

^a = ±\Ja 

ou, ce qui revient au meme, 

( 2 ) {{a)Y=±aK 

De meme encore, si I’on represente par a une quantite positive oU 
negative, la notation 

arcsin((a)) ou arctang((a)) 

designera un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus ou 
pour tangente, tandis que la notation 
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 
nutnerique. A I’aide de ces conventions, on evite la confusion que 
pourrait entrainer I’emploi de signes dont la valeur n’aurait pas ete 
determinee d’une maniere assez precise. Afin de lever a cet egard 
toute difficulte, je vais presenter ici le Tableau des notations dont 
nous ferons usage pour exprimer les resultats des operations alge- 
briques ou trigonometriques. 

La somme de deux quantites sera indiquee a I’ordinaire par la 
juxtaposition de ces deux quantites, chacune d’elles etant exprimee 
par une lettre precedee du signe 4- ou — , que Ton pourra supprimer 
(si c’est le signe -+-) devant la premiere lettre seulement. Ainsi 

4- a H- 6 ou simplement a-\-b 

designera la somme des deux quantites 4- a, -\-b, et 

-{-a — b ou simplement a — b 

designera la somme des deux quantites 4- a, —h, equivalente a la 
difference des deux quantites 4- a, -\-b. 

On indiquera I’egalite des deux quantites a et 6 par le signe = 
interpose entre elles, comme il suit, 

a — 6, 

et Ton exprimera que la premiere surpasse la seconde, c’est-a-diro 
que la difference a — 6 est positive, en ecrivant 

a > 6 ou 6 < a. 

Nous representerons encore a I’ordinaire par 

-(-ax4-t>, ou simplement a.b ou ab 

le produit des deux quantites 4 - a, -k-h, et par 

a , 

T ou are 
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Soient maintenant to et « deux nombres entiers, A un nombre quel, 
conque, et a, b deux quantiles quelconques positives ou negatives. 

i. 

A'", k'‘=yi, A ", A* 


representeront les quantiles positives qu’on obtient en elevant le 
nombre A a des puissances respectivement marquees par les expo- 
sants 


et 


m, 


I 

n 



b. 




la quantite positive ou negative que produit Televation de la quan- 
tile a a la puissance ± to. Quant aux notations 


((«))"= 


±.'1 

((«)) ", 


nous nous en servirons pour exprimer, non seulement les valeurs posi- 
tives ou negatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantite a 
rnarqu6es par les exposants 


. 

n 


±: 


m 
n ’ 


rnais encore les valeurs imaginaires de ces memes puissances 
ci-apres, Chap. VII, ce qu’on entend par expressions imaginaires^, II 
est bon d’ohserver que, si Ton designe par A la valcur niiinerique 
de a, etsi Ton suppose la fraction ^ reduite a sa plus simple expres- 
sion, la puissance 

m 

((«))" 


aura une seule valeur reelie positive ou negative, savoir 


-t-A" OU —A'", 

lorsque ^ sera une fraction de denominateur impair; tandis qu’elle 
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n’en admettra aucune, si — est une fraction de denominateur pair 
On pent faire une semblable remarque a I’egard de I’expression 

m 

((«))“"• 

Dans le cas particulier oil, la quantite a etant positive, on suppose 

rti 

— = I’expression ((«))" n’a que deux valeurs reelles Tune et 

/2i 2 

I’autre, et donnees par la formule (2) ou, ce qui revient au meme, 
par la formule (i). 

Les notations 

i(B), L(B), L'(B), ... 

indiqueront les logarithmes reels du nombre B dans differents sys- 
temes, tandis que chacune des suivantes 

mb), L((A)), V{{h)\ ... 

pourra servir a designer, outre le logarithme reel de la quantite h, 
lorsqu’il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette 
meme quantite {voir ci-aprfes. Chap. IX, ce qu’on entend par loga- 
rithmes imaginaires^. 

En Trigonometrie 

sina, cosa, tanga, cola, s6ca, cos6ca, sLva, cosiva 

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
gente, la sdcante, la cosecante, le sinus verse ou le cosinus verse de I’arc a, 
et les notations 

arcsin((a)), arccos((a)), arc lang((a)), 
arccot((a)), arcs6c((a)), arc cosec((a)) 

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus, 
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou secante, ou cosecantc. 
Nous nous servirons des notations simples 

arcsin(a), arecos(a), arctang(a), arccol(a), arcs6c(a), arccosec(a): 


PRSLIMINAIRES. 25 

ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, des notations 
suivantes 


arc sin a, arc cos arc tang a, arc cot a, arcs^ca, arccos^ca, 

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonometrique est egale ^ a, 
nous voudrons designer celui qui a la plus petite valeur numerique, 
ou, si ces arcs sont deux a deux egaux et de signes contraires, celui 
qui a la plus petite valeur positive. En consequence, 

arcsina, arctanga, arccota, arccoseca 

indiqueront des arcs positifs ou negatifs, mais compris entre les 
limites 

71 TT 

> H j ' ■ 

2 2 

It designant la demi-circonference dans le cercle qui a pour rayon 
I’unite, tandis que 

arccosa, arcs^ca 


indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o et-rt. 

En vertu des conventions que Ton vient d’etablir, si Ton designs 
par k un nombre entier arbitraire, on aura evidemment, pour des 
valeurs quelconques positives ou negatives de la quantite a, 


(3) 


arcsin((a))= H i _ arcsina 

arc COS ((a)) =3 zb arc cosa zh •zk'K, 
arctang((a)) = arc tanga± /ttt, 

arc cos a 4* arc sin a = - , 

2 

arc cos^ca + arc s6ca = 

2 


zb 2/:7r, 


On trouvera de plus, pour des valeiirs positives de a, 
(4) arccota-h arctanga=: 

ORuvresde C, ~ S. II, t. III. 
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et, pour des valours negatives de a, 


arc cot a + arc tang a ; 


Lorsqu’une quantite variable converge vers une limite fixe, il est 
souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particulifere ; 
c’est ce que nous ferons, en plagant Tabreviation 


devant la quantity variable dont il s’agit. Quelquefois, tandis qu’une 
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres- 
sion qui renferme ces variables converge ada fois vers plusieurs limites 
diff^rentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconquc 
de ces dernieres limites k I’aide de doubles parentheses placees a la 
suite del’abreviation Urn, demaniere a entourer I’expression que Ton 
considere. Supposons, pour fixer les idees, qu’une variable positive 
ou negative representee par a; converge vers la limite o, et designons 
par A un nombre constant : il sera facile de s’ assurer que chacune des 
expressions 

litnA®, Urn sin a; • ^ 


a une valeur unique determinee par I’equation 


limA*=: I 


limsinaj=:o, 

tandis que I’expression 

. . -(a)) 

admet deux valeurs, savoir, -f-oo, — oo, et 


il" 

- ■ lim((sini)) 

une infinite de valeurs comprises entre les limites — i et -h i. 

V, . ' , ; ■’■'■..V > 

Nous allons terminer ces preliminaires en presentant, sur les quan- 
tites moyennes, plusieurs th6oremes dont la connaissance nous sera 
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu- 
sieurs quantites donnees une nouvelle quantite comprise entre la, plus 
petite et la plus grande de celles que Ton considere. D’apres cette 
definition, il est clair qu’il existe une infinite de moyennes entre plu- 
sieurs quantites inegales, et que la moyenne entre plusieurs quantites 
egales se confond avec chacune d’elles. Cela pose, on etablirafacilement, 
ainsi qu’on pent le voir dans la Note II, les propositions suivantes : 

TufioR^ME I. — Soient b, b' , b", ... plusieurs quantites de mSme signe 
en nombre n, et a, a', a", . . . des quantites quelconques en nombre igal 
a celui des premiires. La fraction 

Cl -f- (xJ -4- -4” * • • 

^ M-+-. . - 

sera moyenne entre les suivantes 

a a" 

V V W 

CoroUaire. — Si Ton suppose 

b = b'=:M=...= l, 

on conclura du theor'eme precedent que la quantite 

ct •+• - 4 “ . • • 

n 

est moyenne entre les suivantes 

a, oj y .... 

Cette espfece particuliere de moyenne estce qu’on nomme une moyenne 
arithmetique. 

Tfl^iORfeME II. - Soient A, A', A", ...; B, B', B", ... deux suites de 
nombres pris a volontd, et formons avec ces deux suites, que nous suppo- 
sons renfermer chacune un nombre n de termes, les racines 
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B+B'+B' 


'AA'A". . . sera une nowetle racine moyenne entre toutes hs 


auires. 


CoroUaire. 


on trouvera que la quantite positive 


est moyenne entre les suivantes 


Cette moyenne, d’une espfece particuliere, est celle que Ton nomme 
moyenne geometrique. 

; Theoe^me III. — Les mAmes choses etant posies que_ dans le theorime I, 
si OL, «! , a", ... designent encore des quantitis de mime signe, la 
fraction 

Ota ->r a' a' + ol" a" . 


sera moyenne entre les suivantes 


suppose 


on conclura du theor'eme precedent que la somme 


est equivalente au produit de 


par une moyenne entre les quantites a, a! , a!'., 

Pour abreger, lorsque nousvoudrons designer une moyenne entre 
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plusieurs quantites a, a', a", . . . , nous nous servirons de la notation 

M(a, a', a", . . .)• 


Cela pose, les theoremes qui precedent et leurs corollaires se trou- 
veront compris dans les formules 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


(9) ' 

(10) 

(n) 


(t H— o! ■+■ o!^ Hh" • • • 


. ^ / a a’ a 

V V 


: M(a, a'y a", . . .), 




VAA'A"... =m(Va,V^/^. 


^AA'A'.., 


boL-^ b' b"(x "-{- . . , 
cza + od' + . . 

Dans ces formules, 


;M(A,A',A", ...), 


, a a' a” 


: (a + a'4- «"+. . .)M(a, a', a", . . .)• 


a, a', a", . . . ; h, b', b", . . . ; a, a!, a.", . . . 


representeront trois suites de quantites, et 

A, A', A", . . . ; B, B', B^ . . . 

deux suites de nombres formees chacune de n termes diffdrents. La 
troisifeme suite est, ainsi que la seconde, uniquement composee de 
quantites de meme signe. 

La notation que nous venons d’adopter fournit le moyen d’exprimer 
qu’une quantite est comprise entre deux limites donnees. En effet, 
toute quantite comprise entre les limites a, b etant une moyenne 
entre ces m^mes limites, on pourra la designer par 

M.{a,b). 

Ainsi, par example, toute quantite positive pourra etre repr^sentee par 
M(o, 00), toute quantite negative par M(— =0, 0), et toute quantite 
reelle par M(— qo, 4- 00). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc- 
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tement une quelconque des quantiles renfermees entre les li 
et b, nous doublerons les parentheses, et nous ecrirons 


Par exemple, si Ton suppose que la variable x converge vers zero 
aura 


admettra une infinite de valeu 


attendu que I’expression lim ^sin - j 
comprises entre les valeurs extremes — i et -H i 
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PREMIERE PARTIE. 

ANALYSE ALGEBRIQUE. 


CHAPITRE 1. 

RES FONCTIONS RfiELLES. 


§ Considerations generales sur les fonctions. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, la valeur de Tune d’elles etant donnee, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on congoit d’ordinaire ces diverges 
quantites exprimees an moyen de Tune d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable inddpendante ; et les autres quantites exprimees au 
moyen de la variable ind^pendante sont ce qu’on appelle Aqs. fonctions 
de cette variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes etant donnees, on puisse en con- 
clure celles de toutes les autres, on congoit ces diverses quantites 
exprimees au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables independantes ; et les quantites restantes, expri- 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces memes variables. 

Les diverses expressions que fournissent I’Algfebre et la Trigono- 
metric, lorsqu’ elles renferment des variables considerees comme inde- 
pendantes, sont autant de fonctions de ces memes variables. Ainsi, par 
exemple, 

L(a:), sina?, ... 
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sont des fonctions de la variable op; 

i 0 +y, ccr, xyz, ... 

des fonctions des variables op et j ou a?, j et s, — 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent, 
comme dans les exemples precedents, immediatement exprimees au 
moyen de ces memes variables , elles sont nommees fonctions expli- 
cites. Mais, lorsqu’on donne seulenaent les relations entre les fonc- 
tions et les variables, c’est-ii-dire les equations auxquelles ces quan- 
tites doivent satisfaire, tant que ces equations ne sont pas resolues 
alg6briquement, les fonctions, n’etant pas exprimees immediatement 
au moyen des variables, sont appelees fonctions implicites. Pour les 
rendre explicites, il sufl&t de r^soudre, lorsque cela se peut, les Equa- 
tions qui les determinent. Par exemple, y etant une fonction implicite 
de X determinee par TEquation 

l.{y)=x, 

si I’on nomme A la base du systems de logarithmes que I’on consi- 
dEre, la mEme fonction, devenue explicits par la resolution de I’Equa- 
tion donnee, sera 

7 = A®. 

Lorsqu’on veut designer une fonction explicite d’une seule va- 
riable X ou de plusieurs variables x, y, z, ..., sans dEterminer la 
nature de cette fonction, on emploie I’une des notations 

. •••)» • ••). •••)> — 

Pour qu’une fonction d’une seule variable soit completement dEter- 
minee, il est nEcessaire et il suffit que de chaque valeur particuliEre 
attribuEe a la variable on puisse deduire la valeur correspondante dc? 
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la 
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tion donnee en obtient plusieurs differentes les unes des autres. Gon- 
formement aux conventions adoptees dans les preliminaires, nous 
designerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une function par des 
notations dans lesquelles la variable sera entouree de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

arc sin ((a;)) 

indiquera un quelconque des arcs qui ont x pour sinus; 

S^jx =±\lx 

Tune quelconque des deux racines carrees de la variable x supposee 
positive, etc. 

§ II. — Des fonctions simples. 

Parmi les fonctions d’une variable x, on appelle simples celles qui 
resultent d’une seule operation effectnee sur cette variable. Les fonc- 
tions simples que Ton considere ordinairement en Analyse sont en 
trfes petit nombre, et se rapportent les unes a I’AIgebre, les autres 
a la Trigonometrie. L’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, I’elevation aux puissances etl’extraction des racines, enfin 
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc- 
tions simples qui se rapportent a I’Algfebre. En consequence, si Ton 
designe par A un nombre constant, et par a = ±: A une qdantite con- 
stante, les fonctions algebriques simples de la variable x seront 

a-\-x, a — x, ax, a:*. A®, h{x). 

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce qu’on pent toujours 
les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap- 
portent a la TrigonomAtrie, on pourrait en compter un grand nombre, 
si Ton rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 
m^triques et les arcs qui correspondent a ces memes lignes; mais 

OEuvres de C. — S. 11, t. III. 
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nous les reduirons aux quatre suivantes 


mbre des fonctions composees les autros 
tanga?, seca?, . • • avec les arcs correspoii- 
r, attendu que ces dernieres lignes 

^xprimees par le moyen du sinus et dii 
meme, a la rigueur, reduire les deux fonc- 
.X a une seule> puisqu’elles sent liees entrc 
a; -I- cos-iP = t; mais I’emploi de ces deux 
au’il est utile de les conserver toutes deux 


Des forte tiojis composees. 


Les fonctions qui se deduisent d’une variable a I’aide de plusieurs 
operations prennent le nom de fonciions composees; et Ton distingue 
parmi ces dernieres les fonctions de fonctions qui resultent de pin- 
sieurs operations successives la prenaiere operation etant efFectuei' 
sur la variable, et chacune des autres sur le resultat de l’op6ratioit 
precedente. En vertu de ces definitions, 


sent des fonctions composees de la variable a?; et 


des fonctions de fonctions, dont chacune resulte de deux operation- 
successives. 

Les fonctions composees se distinguent les unes des autres par L 
nature des operations qui les produisent. II semble que Ton devn.i; 
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nommer fonctions algebriques toutes celles que fournissent les ope- 
rations de I’Algebre; mais on a reserve particulierement ce nom a 
celles que Ton forme en n’employant que les premieres operations 
algebriques, savoir, I’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, enfin I’elevation a des puissances fixes; et, des qu’une 
fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle 
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que Ton nomme algebriques se divisent en fonctions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve elevee qu’a des puis- 
sances entieres. On appelle, en particulier, fonction entiere tout poly- 
nome qui ne renferme que des puissances entieres de la variable, par 
example, 

a -\-bx cx^-+- . . 

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynomcs. Le degre divine, fonction entifere de x est I’ex- 
posant de la plus haute puissance de x dans cette meme fonction. La 
fonction entiere du premier degre, savoir 

a 4- bx 

s’appelle aussi fonction lineaire, parce que, dans I’application a la Geo- 
metric, on s’en sert pour representer I’ordonn^e d’une ligne droite. 
Toute fonction entifere ou fractionnaire est par cela m^me rationnelle, 
et toute autre espfece* de fonction alg^brique est irrationnelle. 

Les fonctions que produisent les operations de la Trigonometric 
sont designees sous le nom de fonctions trigonometriques ou circu- 
laires. 

Les divers noms que Ton vient d’attribuer aux fonctions compo- 
sees d’une seule variable s’appliquent egalement aux fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces dernieres fonctions jouissent, par 
rapport a chacune des variables qu’elles renferment, des proprietes 
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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CHIPITRE IL 


BBS QUANTITISS INFINIMENT PETITES OB INFINIMENT GRANDES, ET BE LA CONTINL’ITfi 

BES FONCTIONS. 

VALEURS SINGULIfiRES BES FONCTIONS BANS QOELQBES CAS PARTICDLIERS. 


§ I. — Des quantiles injiniment petites el infiniment grandes. 

On dit qu’une quantile variable devient infiniment petite, lorsque sa 
valeur numerique decroit indefiniment de maniere a converger vers 
la limite zero. II est bon de remarquer k ce sujet qu’on ne doit pas 
confondre un decroissement constant avec un decroissement inde- 
fini. La surface d’un polygone regulier circonscrit a un cercle donne 
decroit constamment a mesure que le nombre des cotes augmente, 
mais non pas indefiniment, puisqu’elle a pour limite la surface du 
cercle. De meme encore, une variable qui n’admettrait pour valeurs 
successives que les differents termes de la suite ' 

2 3 4 5 6 

~ J T J 7)* 3 7? 7 5 • • • 3 

12345 

prolongee a I’infini, decroitrait constamment, mais non pas' indefini- 
ment, puisquc ses valeurs successives convergeraient vers la limite i . 
Au contraire, une variable qui n’aurait pour valeurs successives que 
les differents termes de la suite 

I I I I I I 

4 ’ 3 ’ 6 ’ 5 ’ 8 ’ "r 

prolongee a I’infini, ne decroitrait pas constamment, puisque la diffe- 
rence entre deux termes consecutifs de cette suite est alternativement 



' k* i-J'iA' , 
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positive et negative; et, neanmoins, elle decroitrait indefiniment, 

puisque sa valeur fmirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre 
donne. 

On dit qu’une quantite variable devient infiniment grande, lorsque 
sa valeur numeriquo croit indefiniment de maniere a converger vers 
la limite qo. II est encore essentiel d’observer ici qu’on ne doit pas 
confondre une variable qui croit indefiniment avec une variable qui 
croit constamment. La surface d’un polygone . regulier inscrit a un 
cercle donne croit constamment, mais non pas indefiniment, a mesure 
que le nombre des cotes augmente. Les termes de la suite naturelle 
des nombres entiers 


Les quantiles infiniment petites et infiniment grandes jouissent de 
plusieursproprietes, qui conduisent a la solution de questions impor- 
tantes, et que je vais expqser en peu-de mots. 

Soil a une quantite infiniment petite, c’est-a-dire une variable dont 
la valeur numerique decroisse indefiniment. Lorsque dans un meme 
calcul on fait entrer les diverses puissances entieres de a. snvruV 


^ aesignees sous le nom 

■ d’lnfiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. En 
general, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantite 
variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur nume- 
nque de a diminue, vers une limite finie differente de zero ; infiniment 
petit du second ordre toute quantity variable avec a, et dont le rap- 
port avec converge vers une limite finie differente de zero, etc. Cela 
pose, SI I’on designe par k une quantite finie differente de zero, et par 
£ un nombre variable gui decroisse indefiniment avec la valeur nume- 
rique de a, la foime generale des quantiles infiniment petites du pre- 
mier ordre sera " 

- ka. ou du moins,. ka(i±&)- 
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la forme generale des quantites infiniment petites du second ordre 
A- a- ou du moins A-a-(i±:£), 


enlin la forme generale des infiniment petits de I’ordre n {n repre- 
sentant un nombre entier) sera 

A' a" ou du moins A-a"(i±:£). 

On pent facilement etablir, a I’egard de ces divers ordres de quantites 
infiniment petites, les theoremes suivants : 

TiiEORfeME 1. — Si I’ On compare I’lin a 1’ autre deux infiniment petits 
d’ ordres differents, pendant quetous les deux convergeront vers la limile 
zero, celui qui est de I’ordre le plus eleve finira par ohlenir constamment 
la plus petite vale.ur numerique. 

Demonstration. — Soient, en effet, 

deux infiniment petits, I’un de I’ordre n, I’autre de I’ordre n', et sup- 
posons n'^n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et 
le premier, savoir 

/c' , 1 dz e' 

V 

A I £ 

convergera indefiniment avec a vers la limite zero, ce qui ne pent 
avoir lieu qu’autant que la valeur numerique du second finit par de- 
venir constamment inferieure a celle du premier. 

TiieorMe II. — Un infiniment petit de V ordre n, cest-d-dire de la 
forme 

change de signe a^ec a to ales les fois que n est un nombre impair, et 
conserve pour de tres petites valeurs numeriques de ol le rn^me signe que la 
quantiti lorsque n est un nombre pair, 

Dimonstration, — En effet, dans la premiere liypothese, a" change 
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de signe avec a, et, dans la seconde, a" est toujours positif. De plus 
le signe du produit ^(i ± s) est le meme que celui de lorsque s es 
trfes petit. 

TheorIime III. — La sorrane de plusieurs infiniment petits des ordres 


(n', n", . . . designant des nomhres superieurs a n) est un nouvel infini 
merit petit de I’ordre n. 

Demonstration. — En elfet, 

/fot" ( I ±;e) -I- X:' «"'(! ±: s') H- X:" a"" (i ± s") . 

[ A-' k" 1 

I rb £ + -^ ±; s') -1- ±; s") +.. . . 

= Aa" ( I ± £, ), 

f 

£, etant un nombre qui converge avec a vers la liniite zero. 

Des principes qu’on vient d’enoncer on deduit aisement, commo 
on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui se rapportent a 
des polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes d’une 
quantite infiniment petite a. 

TuEORfeME IV. — Tout poly name ordonne suivant les puissances asce 
dantes de a, par exemple 

ou, plus generalement, 

ct a'^ h c . 

{les nomhres n, n', n", ... formant une suite croissante), finit par itre, 
pour de tris petites valeurs numeriques de a, constamment de mime si 
que soTi premier terme 

a o\x a a". 

Demonstration. — En effet, la so name faite du second terme et 
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit du 
premier ordre, dont la valeur numerique finit par etre inferieure 
celle de la quantite finie a, et, dans le second cas, un infiniment p 
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de Fordre qui finit par obtenir constamment une valeur numerique 
inferieure a celle d’un infmiment petit de Fordre n, 

TheorAme V. — Lorsque, dans le polyndme 

ordonne suimnt les puissances ascendantes de a, le degre n! du second 
terme est un nombre impair^ ce polyndme, pour de tris petites valeurs 
numeriques de a, est tantdt superieur et tantdt inferieur a son premier 
terme a a", suimnt que la variable a et le coefficiejit b sont de mime signe 
ou de signes contraires. 

Demonstration. — En effet, dans Fhypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier, savoir 

sera, pour de tres petites valeurs numeriques de a, de meme signe 
que chacun des deux produits bcd^ , ba. 

Tn^ORfeME VI. — Lorsque, dans le polyndme 

ordonne suimnt les puissances ascendantes de ol, le degrd n' du second 
terme est un nombre pair, ce polyndme, pour de tris petites valeurs nume- 
riques de a, finit par demnir constamment superieur d son premier terme, 
toutes les fois que b est positifi et constamment inferieur, toutes les fois 
que b est nigatif 

Demonstration. — En effet, dans Flxypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier aura, pour de trfes petites valeurs nu- 
meriques de d, le signe du produit boiP^ , et, par suite, le signe de b. 

Corollaire. — En supposant, dans le theoreme qui precede, n = o, 
on obtiendra la proposition suivante : 

Tn^iORto VII. — Si, dans le polyndme 

a ba^'-\- cckP'-^ , . 

ordonne suimnt les puissances ascendantes de ol, n' disigne un nombre 
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pair; parmi les vcdeurs de ce polyndme correspondantes a dcs raleurs i - 
finiment petites de a, celle qui correspond d a. — o, c csl-d-dirv tt, .v. r . 
loujours la plus petite, lorsque b sera positif, et la plus gnuub', luistpo 
sera negatif. 

CeRe valeur particuliere du polynotne, plus graiuh' ou plus pcti? 
que toutes les valours Toisines, est ce qu’on appellee uu mu.vinium .■ 
un minimum. 

Les proprietes des quantiles infiniment petites elant elablics, .. 
en deduit les proprietes analogues des quantiles infiniuuMit grand. 
en observant que toute quantile variable do cettc (l(>rnier»' espis . 
pent etre representee par a designant unc quant ife inlitjinien; 
petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polyndnu' 

cds'^-s-i- . . . -h hx k, 

ordonne suivant les puissances descendantes du la variahle .r, relt. 

variable devient infiniment grande; en la mettant sous la lornu* ‘ , ..a 
reduit le polynome dont il s’agit a ^ 


Umme cette remarque subsiste dans le ( 
des quantiles c, h, k se reduisent 
peut enoncer le theoreme 

THEORfiME YIII. - 
sances descendanU 
leur numerique de 
de ndme signe am 


polyndme ordonne suivunt 
on fait crotlre indifinime 
dyndme finit par C-lre cons, 
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§ II. — De la continuite des fonctions. 

Parmi les objets qui se rattachent a la consideration des infiniment 
petits, on doit placer les notions relatives k la continuite ou a la dis- 
continuite des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les 
fonctions d’une seule variable. 

Soit/(a;) une fonction de la variable x, et supposons que, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre deux limites donnees, cette 
fonction admette constanament une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue a la va- 
riable a; un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-meme 
recevra pour accroissement la difference 

qui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de X. Ceia pose, la fonction f{x) sera, entre les deux limites assi- 
gnees a la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur nume- 
rique de la difference 

/(* + «)—/(«) 

decroit indefiniment avec celle de a. En d’autres termes, la fonc- 
tion f{x) restera continue par rapport a x entre les limites donrdes, si, 
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-mSme. 

On dit encore que la fonction f(^x^ est, dans le voisinage d’uno 
valeur particuliere attribuee a la variable a;, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 
de a;, meme tres rapproch^es, qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu une fonction /"(a?) cesse d’etre continue dans le voisi- 
nage d’une valeur particuliere de la variable x, on dit qu’elle devient 
alors discontinue et qu’il y a pour cette valeur particuliere solution de 
continuiti. 
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D’apres ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles 
limites une fonction donnee de la variable x est continue par rapport 
a cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sina;, admettant 
pour chaque valeur particuliere de la variable x une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 
attendu que la valeur numerique de sin(ia), et par suite celle de la 
difference 


sin (a? -t- a) — sin a; = 2 sin(|a) cos (a; -h ^a), 


decroissent indefiniment avec celle de a, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur finie que Ton attribue a x. En general, si Ton envisage sous le 
rapport de la continuite les onze fonctions simples que nous avons 
considerees cii^essu-s (Chap. I, § II), savoir 


a-^x, a — Xf ax, a:“, A*, L(.a?), 

cc 


sinic, cos^, arcsine, arccoso;, 


on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois que, etant constamment 
reelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans I’inter- 
yalle. 

Par suite, chacune deces fonctions sera continue dans le voisinage 
d’une valeur finie attribuee a la variable x, si cette valeur finie se 
trouve comprise : 


Pour 

les fonctions 


ax 




entre les limites ^=2 — 00, 




Pour 

fonction 


I® entre les limites x : 


• 00 , xz=z<y^ 


^ ( a® entre les limites x = 0, 
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Pour 

les fonctions 
\ 

^ ^ entre les limites a^=:cc; 

L{x) ) 

enfm 

Pour 

les fonctions 

arcsine ) 

[ entre les limites x = — i, x — + i. 
arccosa: } 

II est bon d’ observer que, dans le cas ou Ton suppose a = ± m (m de- 
signant un nombre entier), la fonction simple 

est toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la va- 
riable X, pourvu que cette valeur soit comprise : 


si « = m, 

entre les limites oo, 

^ = 4 - 00 , 

( 

entre les limites — oo, 

o 

li 

1 

SI <2 — W, t 

ou bien 


( 

entre les suivantes a? = o, 

^ = 00 . 


Parmi les onze fonctions que Ton vient de citer, deux seulement 
deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans I’inter- 
valle des limites entre lesquelles ces memes fonctions restent reelles. 
Les deux fonctions dont il s’agit sont 

— et a:“ (lorsque a = — w). 

L’une et I’autre deviennent infinies, et par consequent discontinues, 
pourir = o. 

Soit maintehant 

une fonction de plusieurs variables a?-, j, s, et supposons que, 
dans le voisinage de valeurs particuliferes X,- Y, Z, . . . attribuees a ces 
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variables, /(a;, 7, s, . . .) soit a lafois fonction continue de 

continue de y, fonction continue de On prouver 

que, si Ton designs par a, y, . . . des quantites infininn 
et si Ton attribue kx,y,z,... les valeurs X, Y, Z, . . . ou 
tr'es voisines, la ditference 


sera elle-meme infiniment petite. En effet, il est clair que, 
pothfese precedente, les valeurs numeriques des differences 

.7 H-6, s, . . .) — /(a: -h a,y, z, ...), 
/(*-+-«, 7 -i- 6, s-hy, . ..) —f{x + ce, y ■+-&, z, .. .1. 


decroitront indefiniment avec celles des quantites variables a, g, y, . . . , 
savoir, la valeur numerique de la premiere difference avec la valeur 
numerique de a, cells de la seconds difference avec la valeur num6- 
rique de S, celle de la troisieme avec la valeur numerique de y, et 
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffe- 
rences, savoir 

+ ...)-f(x,y,z, ...), 

convergera vers la limite z6ro, si a, S, y, ... convergent vers cette 
meme limite. En d’autres termes, 


aura pour limite 


PJ’oposition qu’on vient de demontrer subsists evidemment dans 
e cas meme oii Ton etablirait entre les nouvelles variables a, S, y, ... 
ertaines relations. II suffit que ces relations permettent aux nouvelles 
ariables de converger toutes en mSme temps vers la limite zero. 
Lorsque, dans la m^me proposition, on remplace x, y, z, ... par 
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X, Y, Z, . . . , et a? + a, y -f- S, s -f- y, ... par ac, y, s, . . . , on obtient 
I’enonce suivant : 

TriilORfeME 1 . Si les variables x, y, z, ... ont pour limites respectwes 
les quantiles fixes et ddtermindes X, Y, Z, . . . , et que la fonction 
• • •) soit continue par rapport a chacune des variables x, y, 
z, .. . dans le voisinage du systdme des valeurs particulidres 

' x = X, j = Y, z = Z, 

/(^> •) ttitra pour limite f(X, Y, Z, . . .). 

Comme, dans ce second enonce, les variables a, y, . . . se trouvent 
remplacees par a; - X, j - Y, 5 - Z, . . . , les relations qu’on pouvait 
etablir, dansle premier enonce, entre a, y, ... , pourront etre eta- 
blies, dans le second, entre les quantites a; — X, j — Y, 5 — Z; et il 
en resulte que la fonction/(a 7 , j, z,...) aura pour limite/(X, Y, Z, ...), 
dans le cas meme oil les variables x, y, z, ... seraient assujetties a 
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap- 

procher indfefiniment des limites X, Y, Z, 

Supposons, pour fixer les idees, que a;, j, z, ... soient fonctions 
d’une meme variable z consideree comme independante, et continues 
par rapport a cette variabfe dans le voisinage de la valeur particulifere 

i-T. ^ 

Si Ton fait, pour plus de commodite, 

A^>y,s, •..) = u, 

u sera ce qu’on appelle une fonction composee de la variable t; et, si 

X, Y, Z, ..., U 
designent respectivement ce que deviennent 

r, •, u 

dans le cas oil Ton suppose t — T, il est clair, d’une part, qu’une 
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valeur de t tres voisine de T fournira pour u une valeur unique et 
finie; d’autre part, qu’il suffira de faire convergers vers la limite T, 
pour que les variables x, y, s, ... convergent vers les limites X, Y. 
Z, .... et, par suite, la fonction u = f{x,y, z, ...) vers la limite 
U=y^(X>Y, Z, . . .). On prouverait absolument de la meme maniere 
que, si Ton attribue a t une valeur tres voisine de T, la valeur corres- 
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 
s’approchera indefiniment, tandis que t convergera vers la valeur 
donnee; et Ton doit conclure que « sera fonction continue de t dans 
le voisinage de s = T. Oapeut done enoncer le theoreme suivant : 

TutoRtaiE II. — Designons par 

r> 

plusieurs fonctions de la variable t, qui soient continues par rapport a 
cette variable dans le voisinage de la valeur particuliere / = T. Soient, 
deplus, 

X, Y, Z, ... 

les valeurs particuliSres de x, y, z, ... correspondantes a t — T; et sup- 
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particuliires, la fonction 

soil en mi.me temps continue par rapport a x, continue par rapport ay, 
continue par rapport a z, ...;«, consideree comme une fonction de t, 
sera encore contin ue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti- 
culi^ret = T. 

Si, dansle theoreme precedent, on reduit les quantites variables x, 
y, z, ... a une seule, x, on obtiendra un nouveau theoreme, qu’on 
peut enoncer comme il suit : 

Th^orMe III. — Supposons que, dans 1’ equation 
la variable x soit fonction d une autre variable t. Concevons de plus que 
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let variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la valeur 
particuh^re f = T, et u fonction .continue de x dans le voisinage de la 
valeur particuliire a; = X correspondante a t = li. La quantity u, consi- 
deree comme fonction de t, sera encore continue par rapport a cette va- 
riable dans le voisinage de la valeur particuliire Z = T. 

Supposons, par exemple, 

u=ax et 

a designant une quantite constante, et n un nombre entier. On con- 
clura du theoreme III que 

u ■=. at^ 

est, entre deslimites quelconques de la variable fonction continue 
de cette variable. 

De meme, si Ton fait 

oc 

^~'y' ^ = sin^, y = cosf,- 

on conclura du theorbme II que la fonction 

u — tangi 

est continue par rapport ht dans le voisinage d’une valeur finie quel- 
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s’agit 
n’est pas comprise dans la formule 

it =r ±: 2 An ± 

f 2 

k designant un nombre entier; e’est-a-dire toutes les fois qu’a cette 
valeur de t correspond une valeur finie de tang«. Au contraire, la fonc- 
tion tangit admettra une solution de continuite, en devenant infinie, 
pour chacune des valeurs de t comprises dans la formule prece- 
dente. 

Supposons encore 

iLz=ia-\- X -h / H- . . . , 

X = bt, y zn ci®, 

OEuvresdeC.— S. 11, t. HI. 


7 
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s quantitea constantes. Alors, u etant foncti' 
entre deslimites quelconques de ces variablt 
5 continues de la variable / entre dos liniH 
<^rniere. on conclura da tlieoreme III quc 


Par suite, comme t = o donnc u = ^ ■ 

limite zero, la fonction u converges vers la hmitc « et bnira par 
obtenir le meme signe que cetle limite, cc qui .Mccorde avee le Ih-.- 

r^ine IV du § !• .„,,i 

Unepropriete remarquable des fonctions continues d une scnlv 

variable, e’est de pouvoir servir a representor cn Geometric les ordon- 

nees de lignes continues droites ou courbes. De cette remarquo <*«. 

deduit facileraent la proposition suivantc : 

Taioatae IV. - Si la fonction f(x) cu continue par rapport a to 

vanahhxentreles iimlec tc = =c,.cc = X, ct quc ton ditigne par ban, 

...„r,ocin,rrmidiaireentrenx.)etf(X).onpo,trra toujour 


par me ou plusieurs valours reelles de x comprises entre el A. 

Demonstration. - Pour etablir la proposition precedente, i 
de faire voir quc la courbe qui a pour equation 


rencontrera une oU 


plusieurs fois la droitc qui a pour equation 
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i" par le point correspondant aux coordonnees x„, 2° par le 

point correspondant aux coordonnees X et./(X), sera continue entre 
ces deux points; et, comme I’ordonnee constante b de la droite qui a 
pour equation y = i se trouve comprise entre les ordonnees /(x„), 
_/(X) des deux points que Ton considere, la droite passera necessaire- 
ment entre ces deux points, ce qu’elle ne peut faire sans rencontrer 
dans I’intervalle lacourbe ci-dessus mentionnee. 

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, demontrer le 
theoreme IV par une methode directe et purement analytique, qui a 
meme I’avantage de fournir la resolution numerique de I’equation 


§ III. ~ Valeurs singulieres des fonctions dans quelques cas 

particidiers. 

Lorsque, pour un systeme de valeurs attribuees aux variables 
qu’elle renferme, une function d’une ou de plusieurs variables n’ad- 
met qu’une seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement 
de la definition meme de la function. S’il se presente un cas particu- 
lier dans lequel la definition donnee ne puisse plus fournir immedia- 
tement la valeur de la fonction- que Ton considere, on cherche^ la 
limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis 
que les variables s’approchent indefiniment des valeurs particulilires 
qui leur sont assignees; et, s’il existe une ou plusieurs limites de 
cette espece, elles sont regardees comme autant de valeurs de la fonc- 
tion dans I’hypothese admise. Nous nommerons valeurs singulieres de 
la fonction proposee celles qui se trouvent determinees comme on 
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles qu’on obtient en 
attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles 
qui correspondent a des solutions de continuite. La recherche des va- 
leurs singulieres des fonctions est une des questions les plus impor- 
tantes et les plus delicates de I’Analyse : elle offre plus ou moins de 
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difficultes, suivant la nature des fonctions et le nombre des variai 

qu’elles renferiiient. 

Si d’abord on considere les fonctions simples d’une seule variai 
on trouvera qu’il est facile de fixer leurs valeurs singuliferes. Ces 
leurs correspondent toujours a Tune des trois hypotheses 


et sent respectivement 


fonctions 

a X a quelconque 
a — x a quelconque 

j a positlf 

\ a negatif 


( a positif 

I a ni^galir 

( A sup. h runit6 . . 
j A inf. ^ runit6. . . 

( Base des log. sup 
1 I’unit^ 

I Base des log. inf. 
\ .kl’unild 


COSiC 


La notation M((— i, -hi)) designe ici, comme 
une quelconque des quantites moyennes entre 


11 est bon d’observer que, dans le cas oil Ton suppose a 
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m designant un nombre entier, la fonction simple 
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admet constamment trois valeurs singulieres, savoir 


lorsque 

( m 6tant im nombre pair. 

1 m 6tant impair 

( — 00)'" nroo. 

qW 

=Z0, 

a rr; - 1 - m 

( — 00)'^ zz: — 00, 

qW 

— 0 , 

lorsque 

j m 6tant pair 

(— 00)-"'— 0, 

0-m 

ZZIOO, 

a — — - ra 

( m etant impair 

(_oo)-'"= 0 , ■ 

((o))“ 

-m* 1- 


CO"' 

GO"' 

CO- 

CO” 


Considerons maintenant les fonctions composees d’une seule va- 
riable X. Quelquefois il est aise de trouver leurs valeurs singulieres. 
Ainsi, par exemple, si Ton designe par h un nombre entier quel- 
conque, on reconnaitra sans peine que la fonction composee 


tanga? = 


sin id 
cosa: 


a ses valeurs singulieres comprises dans les trois formules 
tang((a!))zr:M((— oo, oo)), 

tang^^sAiri —±00, 

tang((— 00)) = M((— 00, H- 00)), 

tandis que les valeurs singulieres de la fonction inverse 


arc tanga; = arc sin 


X 


\j I x^ 


sont respectivement 

arc tang(— 60) : 


7t 
— 5 
2 


arctang(oo) = - • 


Mais souvent aussi de semblables questions presententde veritables 
* diflficultes. Par exemple, on n’aperijoit pas immediatement comment 
on pent determiner la valeur singuliere de la fonction 
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lorsqu’on y suppose x = o, ou celle de la fonction 


Si, pour des valeurs croissantes de x, la difference 


iHEORiME I 


converge vers une certaine Umite k, la fraction 


convergera en mime temps vers la mime Umite. 

Demonstration. — Supposons d’abord que la quantite k ait une va- 
leurfinie, etdesignons par e un nombre aussi petit que Ton voudra 
Puisque des valeurs croissantes de x font converger la difference 


vers la Umite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con- 
siderable pour que, x 6tant egal ou superieur a h, la difference don I 
il s’agit soit constamment comprise entre les limites 


Cela pose, si Ton designe par n un nombre entier quelconque, clia 
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cune des quantiles 




/(A+/t)— /(A + rt-r-l), 


et, par suite, leur moyenne arithmetique, savoir 

f{h + n)~f{h) 

— J 

n 

se trouvera comprise entre les limites k — t, Jc + z. On aura done 


fill 4 - n)—f{h) 
n 


— k — 1 — 


a etant une quantite comprise entre les limites — £,+£. Soit mainte- 
nant 

h -f- n 1= X, 


L’equation precedente deviendra 


(I) 

ct Ton en conclura 


X — h 


( 2 ) 


/(■2?) = /{k) h) {k+a), 

X X \ X j 


De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de x, il suffira de 
faire croitre indefiniment le nombre entier n sans changer la valeur 
de h. Supposons, en consequence, que dans I’equation ( 2 ) on con- 
sid^re h comme une quantite constante, eta; comme une quantite va- 
riable qui converge vers la limite so. Les quantiles 

j[h) h 

7 “ ? 

X X 

renfermees dans le second membre,.convergeront vers la limite zero, 


S6 
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et le second membre lui-tneme vers une limite de la forme 

k (Xy 

a etant toujours compris entre — s et + £. Par suite, le rapporf 

/(^) 

X 


aura pour limite une quantite comprise entre ^ — £ et A + s. Cel 
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre £, 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantite k. 
En d’autres termes, on aura 




(3) lira ^ = lim[/(^ + 1 ) —/(«)]. 


X 


Supposons, en second lieu, ^ = =o. En designant alors par H un 
.ombre aussi grand que I’on voudra, on pourra toujours attribuer au 
nombre h une valeur assez considerable, pour que, cc etant egal on 
superieur a h, la difference 

/(a:). 


qui converge vers la limite oo, devienne constamment superieure a H; 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 


f{h + n)—f{h) 


>H. 


Si maintenant on pose h^n — x, on trouvera, au lieu de I’equa- 
tion (2), la formule suivante 

;; fiK X X \ X) 

de laquelle on conelura, en faisant converger x vers la limite 00, 

/(^») 


lim = 


>H. 


La limite du rapport 


SB 
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sera done superieure au nombre H, quelque grand qu’il soil. Cette 
limite superieure a tout nombre assignable ne peut etre que I’infini 
positif. 

Supposons enfin ^ = — oo. Pour ramener ce dernier cas au. prece- 
dent, il sufFira d’observer que, la difference* 

/(^) 

ayant pour limite — co, la suivante 




aura pour limite -l-as. On en conclura quo la limite de 

f( x') 

egalc a -t- GO, et par suite celle de a — cc. 


•/(^) 


est 


CoroUaire /. — Pour raontrer une application du theoreme prece- 
dent, supposons 


L etant la caracteristique des logarithmes dans un systeme dont la 
base surpasse I’unite. On trouvera 

f{x + \)— f{x) = L{x -hi) — h{x)=L[i-¥- 

ct, par suite. 



On peut done alFirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rap^^ 
port 

L(^) 

w 


convergera vers la limite zero; et il en resulte que, dans un sysleme 
dont la base est superieure a V unite, les logarithmes des nombres croissenl 
beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mimes. 


CoroUaire IL — Supposons, en second lieu, 

f{x)=^A^, 



OMuttres de C. — S. 11, t. III. 



— 

iMwlI 
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A designant un nombre superieur a i’unite. On trouvera 


On pent done affirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rapporl 


converge vers la limite oo, et il en resulte que V exponentielle k^, 
lorsque le nombre A surpasse Vunite, finit par croitre heaucoup plus 
rapidement que la x^ariable x. 

Corollaire III. — On doit observer, an reste, qu’il n’y a lieu a chcr- 
cher par le th^oreme I la valeur du rapport 


correspondante a a; = oc, quo dans le cas oil la fonction f{x) devicnl 
inlinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie pour a; 
le rapport aurait evidemment zero pour limite. 

Je passe au theorfeme qui sert a determiner dans plusieurs cas la 
valeur de 


pour a; = 30 . Voici en quoi il consiste : 

TiiKORfeME II. Si, la fonction /^(a?) etant positive pour de ires grandi 
valeurs de x, le rapport 

^ , . /(a:) 

converge, tandis que x crott indefiniment, vers la limite k, I’ expression 


comer gera en mime temps vers la mime limite 
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Demonstration. — Supposons d’abord que la quantile k, necessai- 
rement positive, ait une valeur finie, et designons par e un nombro 
aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font 
converger le rapport 

/(^ + i) 

/(^) 

vers la limite k, on pourra donner au nonibre h une valeur assez con- 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, le rapport dont il 
s’agit soil constamment compris entre les limites 

k — £, k 

Cela pose, si I’qn designe par n un nombre entier quelconque, cha- 
cune des quantiles 

f{h) ’ /(A + I)’ ■■■’ /(A + «_,)’ 


et, par suite, leur moyenne geometrique, savoir 


1 



se trouvera comprise entre les limites ^ ^ -h e. On aura done 

1 


- f{k) J 


= A-t- a. 


a etant une quantile comprise entre les limites — e, -t- e. Soit main- 
tenant 

h-^ n — x, 

L’equation precidente deviendra 


1 



et Ton en conclura 


[f{x)Y=lf{h)Y{k + (4 


( 5 ) 
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De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de ic, il sutfira 
faire croitre indefiniment le nombre entier /i, sans changer la val 
de A. Supposons, en consequence, que dans I’equation (5) on 
sidere A comme une quantite constante, et tv comme une q 
variable qui converge vers la limite cc. Les quantites 

[/(/oA i-A 

renfermees dans le second membre, convergeront vers la limite ^ 
Ic second membre lui-meme vers une limite de la forme 

/C Hr- OCy 

a etant toujours compris entre — £ et -he. Par suite, Texpressiou 

L/Mf 

aura pour limite une quantite comprise entre A — £ et A-4- e, 
conclusion devant subsister, quelle que soil la petitesse du nombre 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantite f'. 
En d’autres termes, on aura 

(6) lim [/(:r )]■'■=: A = 

Supposons, en second lieu, la quantite A infinie, e’est-a-dire, pui:'«p 
cette quantite est positive, A = co. En designant alors par H un )ioinb 
aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au nojnlii-<- ■ 
une valeur assez considerable pour que, x etant egal ou sup6rieur ;« • 
le rapport 

/(^ + r) 

/(•*>) 

qui converge vers la limite co, devienne constamment sup6ricijr a 1: 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 
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Si maintenant on pose h-\-n = x, on trouvera, au lieu de I’equa- 
lion (5), la formule sumnte 

de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite x, 

I im[/(j: )]■'■> H. 

La limite de I’expression 


sera done superieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cette 
limite, superieure a tout nombre assignable, ne pent etre que I’infini 
positif. 

Nota. — On pourrait facilement demontrer Tequation (6), en eber- 
chant par le tlieoreme I la limite vers laquelle converge le logarithme 


L[f{x)f= 


IdIMl, 


et repassant ensuite des logarithmes aux nombres. 

Corollaire I. — Pour donner une application du theoreme II, sup- 
posons 


on aura 

f(x-hl) _ X + I _ 1 

f(x) X x’ 


et, par suite, en passant aux limites, 

A* r . 

Done, si Ton fait croitre indefiniment la variable x, la function 

1 


convergera vers la limite i. 
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Corollaire H. — Soit, en second lieu. 


en sorte que P designe un polynome en x du degre n. On trouvera 


et, en passant aux limites 


Si done P represente un polynome entier quelconque, P'* aura pour 
limite t. 

///. — Soit enfln 


On trouvera 


Par suite, \L{x)Y a encore pour limite I’unite. 

Les theoremes I et II subsistent evidemment dans le cas meme oi 
la variable x est consideree comme ne pouvant admettre que do 
valours entieros. En elfet, pour rendre applicables a ce cas particulie 
les demonstrations que nous avons donnees des deux theoremes, i 
sulBt de concevoir que la quantite designee par A dans chacune d' 
ces demonstrations devienne un nombre entier tres considerable. Si 
dans le meme cas, on represente les valeurs successives de la fonc 
tion f{x) correspondantes aux diverses valeurs entieres de x, savoi 
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on obtiondra a la place des theoremes I et If les propositions siii- 
vantes : 

Theoreme IIL — Si Id ^uite des quantiles 

Ai, Ag^ A3, . . . 4 A/J,, * . , 

est telle que la difference entre deuac termes consecutifs de cette suite, 
sa9oir 

A/i-t-i A/2, 

comerge constamment, pour des valeurs croissantes de fi^ vers une lirnile 
fixe A, le rapport 

comergera en mime temps vers la mime limite. 

TuEORtiME I V. Si la suite des nomhres 

Aj, A2, A3, . . ., Kfit • . . 

est telle que le rapport entre deux termes consecutifs , savoir 



comerge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers ime limite 
fixe A, V expression 

comergera en mime temps vers la mime limite. 

Pour montrer une application du dernier theoreme, supposons 

A — I <2*3. . ./2< 

La suite Aj, Aa, . . . deviendra 

I, 1.2, 1.2.3, ..., 1.2.3. — ..., 

etle rapport entre deux termes consecutifs de la meme suite, savoir 

A/i,+.i 1 . Oi , S . . ,Ti(n — f” I ) 

— - — zi: ^ 
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convergera evidemment, pour des valeurs croissantes de n 
limite cc. Par suite, I’expression 


converge vers la meme limite. 

On trouverait, au confrairc, que I’exprcssion 


convorge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. 

Souvent, ii I’aide des theoremes I etil, on pent determiner la val('ur 
singulierc que re(;oitune fbnction composee de la variable x, tandi> 
que cctte variable s’evanouit. Ainsi, par exemple, si Ton veut obtenii- 
la valeur singulierc de corrcspondante a x = o, il suffira de cher- 
cbor la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissanics 


(corollaire I), est egale a I’unite 
Do meme, on conclurait du t 


s’evanouit avcc la variable x. 

Lorsque les deux lermes d’luie fraction sont des quantites infinimvtii 
peliles, donl les valeurs nurneriques decroissent indefiniment avec crlh 
de la variable a , la valeur singuliere que regoit cette fraction, pour a = o , 
est tantdt finie, tantot nulle ou infinie. En elfet, designons par k, k' deux 
constantes fmics qui nc soient pas nulles, et par £, t' deux nombre- 
variables qui convergent avcc a vers la limite zero. Deux infinimeiii 
petits. Tun de I’ordre n, I’autre de I’ordre ii, pourront etro reprr- 
sentes respectivement par 
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et leur rapport, savoir 

± e') _ k' i±£' k' i dr e' i 

ka.''{i±E) ~ k 7± E ^ A 7rE7 

aura evidemment pour limite 

k' 

si Ton suppose ii' — n, 

o, si Ton suppose n'>n, 

±00, si Ton suppose n'cn. 

On prouverait de meme que la limite i^ers laquelle converge le rapport 
de deux quantiUs infinimeni grandes, tandis que leurs valeurs niane- 
riques croissent indefiniment avec celle d’une mime r:ariable x, pent itre 
nulle, finie ou infinie. Seuleinent, cette limite a un signe determine, 
constamment egal au produit des signes des deux quantites que Ton 
considere. 

Parmi les fractions doiit les deux termes convergent avec la va- 
riable a vers la limite zero, on doit placer la suivante 

/(a; H- a) —fix) 

‘ J 

a 

toutes les fois qu’on attribue k la variable x une valeur dans le voisi- 
nage de laquelle la fonction /(x) reste continue. En effet, dans cette 
hypothese, la difference 

fix + a)— fix) 

est une quantite infiniment petite. On peut meme remarquer qu’elle 
est cn general un infiniment petit du premier ordre, en sorte que le 
rapport 

fix -H g) —fjx) 
a 


converge ordinairement, tandis que la valeur numerique de a diminue, 
vers une limite finie differente de zero. Cette limite sera,, par 
exemple, 

-2X, si I’on prend fix) — x^ 


et 


si I’on prend fix) 
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Dans le cas particulier oil Ton suppose a; = o, le rapport 


se reduit a cet autre 


Farm i les rapports de cette derniere especc, nous nous borne 
a considerer le suivant 

sin a 


Comme il peut etre mis sous la forme 


salimite restera la meme, quel que soit le signe de a. Cela pose, * 
cevons que I’arc a receive une valeur positive tres petite. La (‘.onb 
I’arc double aa etant representee par asina, on aura evid<Mnif’ 
aa > 2 sina et, par suite, 

a > sin a. 

De plus, la somme des tangentes menees aux extremites de I’an- 
etant representee par atanga, et formant une portion de poIvg>: 
qui enveloppe cet arc, on aura encore 2tanga>2a ct, pur rn:, 
quent, 

tang CSC ;> a. 

En reunissant Ics deux formulas qu’on vient d’etablir, on trouv»-r.( 

sina < a < langa; 

puis, en remettant pour tanga sa valeur, 


sin a 


cos a 


et, par suite 


sin a cos a 


sin a 
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Or, tandis que a dirainue, cosa converge vers la limite i : il en sera 
done de vciQmQ a fortiori du rapport toujours compris entre i et 
cosa, en sorte qu’on aura 

( 7 ) 

OL 


La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports 

— fioc') f{a) — f(o) ,, , 

etantun des pnncipauxobjets duCalcul 


oc 


infinitesimal, nous ne nous y arreterons pas davantage. 

11 nous reste a examiner les valeurs singulieres des fonctions de 
plusieurs variables. Quelquefoisces valeurs sont completcment deter- 
minees et independantes des relations que Ton pourrait etablir entre 
les variables. Ainsi, par exemple, si Ton designe par 


quatre variables positives, dont les deux premieres convergent vers la 
limite zero et les deux dernieres vers la limite co, on reconnaitra sans 
peine que les expressions 

cc y 

<xS, xy, --g, ocr, xr 

ont pour limites respectives 

0, CO, O, 00, O, 00. 


Mais le plus souvent la valeur singulibre d’une function de plusieurs 
variables ne pent etre entierement determinbe que dans le cas parti- 
culier oil, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec- 
tives, on etablit entre elles certaines relations; et, tant que ces rela- 
tions ne sont pas fixees, la valeur singuliere dont il s’agit est une 
quantite ou totalementindeterminbe, ou seulement assujettie a rester 
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on I’a remarque 
plus haut, la valeur singulibre a laquelle se reduit le rapport de deux 
variables infmiment petites, dans le cas ou chacune de ces variables 
s’evanouit, peut etre une quantite quelconque finie, nulle ou infinie. 
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En d’autres termes, cette yaleur singuliere sera completement inde- 
terminee. Si, au lieu de deux variables infinitnent petites, on consi- 
dere deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 
de ces dernieres, tandis quo leurs valeurs numeriques croissentinde- 
•finiment, converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou 
negative, suivant que les deux variables sent de meme signe ou de 
signes contraires. II est egalement facile de s’assurer que le produit 
d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 
pour limite une quantite completement incleterminee. 

Afin de presenter une derniere application dcs principes qu’on 
vient d’etablir, cbercbons quelles valeurs il faut attribuer aux variables 
xQ,iy pour que la valeur de la fonction 

i 

yX 

devienne indeterminee. Si Ton designe par A un nombre superieur a 
I’unit^, et par L la caracteristique des logaritlimes dans le systeme 
dont la base est A, on aura evidemment 


et, par suite, 


1 t(j) 


y^—k 


Or il est clair que I’expression 


Ll.r) 


convergera vers une limite indeterminee, lorsque le rapport 

L(.r) 


X 


convergera lui-meme vei’s une semblable limite, ce qui arrivera dans 
deux eas differents, savoir : lorsque L(y) et x seront deux quan- 
tites infiniment petites, c’est-ii-dire lorsque a; etj auront pour liinites 
respectives o et i; 2" lorsque L(y) etx seront deux quantites infini- 
ment grandes, e’est-a-dire lorsque, x ayant une limite infinie, y aura 


J'ai-.\!IKHE l».Un’lE. -- CHVIMTUK Jl. («> 

jMtui o «»«i ». II I'fil hoii cl’ohaprver <ju«, (liins rmi cl I’siiitrc cas, 

l.t liinilc iiulclcriiiincc <Ic rexjircssiitn 

i.ii. ( 

A • .(•* 

•*cra «H'ccHf*uii*cnH*!il jtoHrlivc. II jiPiil nu'nmc siirivcr (jiic ccKc liiiiilt' 
Hiiil asrtujcific ii ilcmciircr compriao mitre h»« valiuirs cxIrc^iiM^s o cl i. 
Mil Imcu milrc lea siiiviHilcs i el ec, (’.onccvmis, jiar cxciapic, (|tic cliu- 
riiiic ilcH vjiriahIcH .r el y converge vers la liiuite x>. liana ce caa, la 
iitoilc till nipjiort 

l.t » ) 

J' 

! till 

• lanl HIM* ijiijinlilc poHilivc <|UclciiiH{ue, cellc (le V' A ‘ nc |ititii'ra 
circ ijiruiie qiiaiiiite luovciuie mitre t el «. I'ette iiioyeiine aeru trail- 
ieiii'a inilelerniiiiee, taut ijiie 1*011 n'elalilira jiaa eiilre lea varialilea 
inliniiMeiit grainiea .e el v ile relation partienliere. ."^laia, ai I'oii aiijijinae 

.1 r /( r ). 

/i,v) ileaignaiil line ronclinn ijui epoisse itnlelliu!iietit aver la va- 
nalile .r, alora la jiioyeniie dmit il n'agil, ir^taiil mitre ehoae que la 
iiiiiite lie 

f/uir. 

olilieinira niie valenr il^lermliitn*, qne r»ri pmirra auuveiit ealetiler fc 
i’aiiie ihi llienrS'me II. 

Si, an lien ile ia fondinn nn eiU cotiHidfire la atiivanle 

J I 

MU aiirail Ironve qiie eetle ileniii’re ilevieni imliHerminee .* i" loraqtie 
1.1 varialtle > converge vera hi llmile i et la vi»rinhle.r vera rune tlea 
^iiiviiiile>* - **. +■ »j 'i" loraque. In variahleir ayani z**ro pour liintle. 

♦ I omerge vera zero on vera riiilWii poaitif. 

i.ifielqiieroia on reiiroiilre iliiiin le enlcul elea expreaNiona aiiignlien*» 
qni lie pen vent i^f re ciiimi(lt*r 4 >«i* qiie cotiiine tlea litntleavera leaqnellea 
coHU-igenl ilea {‘oiidionaile pluiicunt varialilea, tmnliaqueecHinenies 
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variables deTiennent infiniment petites ou infiniment grandes, ou 
meme, plus generalement, convergent vers des limites fixes. Telles 
sont, par exemple, les expressions 




0X0, 


— , 00 X co> — ’ O X 00, o', I , 

O 


parmi lesquelles on doit regarder les deux premieres comme les limites 
vlrs lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit 
etdu rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 
I’on consid^re en particulier les expressions singulieres que pro- 
duisent les fonctions 


x+y, y ' y 


on trouvera que les valeurs de ces memes expressions, lorsque les 
variables restent independantes, peuvent etre aisement fixees par ce 
qui preckle. Les equations qiii serviront a determiner ces vaieurs 

serontrespectivement 


Pour 


les 

fonctions 


-h j 

00 ""H 00 — — 00, 

( 

0 X 0 0, 

xy j 

ooXooc=:*--ooX — oozrcoo. 

1 

X 

1 ^ =M((— OO, -l-oo)), 

1 

y 

- ==- = M((o,00)), 

\ CO 00 


( 0®=:oo'>:r=M((o, OO)), 

1 0“ “ ccc co" rr CO, 

1 

il 

11 

o 

o 

c 

8 

r" 

) i 

( 0““= 00“ =M((l, 05)), 


t 


CO 00 “zr M. (, ( — 00, “H CO ) ) ; 
o X CO r.:: O X 00 M ((— 00 , -H GO')), 

QQ X — -- CO ; 

o O _ _ 


GO ^ 00 

o o 




00 CO' 

— GO 00 


CO, o) 


0 =®= oc""'” o, 

M'((0, co)'); 


i_ _i_ 

M((o, l)), 




H 




M((0, co)). 


















PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE III. 


71 


CHiPITRE III. 

DI'.S FONCTIONS SYMfiTRIQUES ET BES FONCTIOKS ALTERNEES. USAGE BE CES FONCTIOSS 
four la resolution BES EQUATIONS BU PRERIER BEGRE A UN NOMBRE QUELCONQUE 

b’inconnues. bus fonctions homogEnks. 


§ I. — Des fonctions symetriques. 

One fonction symetrique de plusieurs quantiles est celie qui con- 
serve la meme valeur et le meme signe aprfes un echange quelconque 
opere entre ces quantites. Ainsi, par exemple, chacune des fonc- 
tions 

xyz, sina; -h siny -i- sins, ... 

est symetrique par rapport aux variables qu’elle renferme, tandis que 

x—y, xr, ... 

sent des fonctions non symetriques des variables x et j, De meme 
encore 

6 -f- c, bCy . . . 

sont des fonctions symetriques des deux quantites h, c\ 

b — l— 0 —f" dy b~ ~{~* c® -f- y be ~i“ bd ^dy bed 

sont des fonctions symetriques des trois quantites b, c, d-, 

Parmi les fonctions symetriques de plusieurs quantites b, 
g, h, on doit distinguer celles qui servent de coefficients aux diverses 
puissances de a dans le developpement du produit 

{a—b){a — c)...{a — g){a — li), 

et dont les proprietes conduisent a une solution tres elegante de plu- 


m 


I 
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sieurs equations du premier degre entre n variables a:, 7 , s u, e, 


lorsque ces equations sont de la forme 


^ 4 - y 4- 

X H- h^J 


u 4 - (’ 


g II H" 




En effet, soient 


A„-,=:-(* + C+.-- + ^-+-A), 

A„_,= <bc + ... A- ■ 




A„ —±ibc...gh 

les*fonctions symetriques dont il s’agit, en sorte qu on ait 

A„_ 2 +-A.,rt4-A„= (a— />) (a — c) (ff — ^0 

Si, dans cette derniere formule, on rcmplace successivement a par 
1), par c par g, par h, on trouvera 

_j_ k,i-^ 4- ... 4- A i 6 -H A() 0, 


gji’-i ^ A,i,-.2 g^^‘' ^ -H- - • • Ai -l“ Ao o, 

a,*-2 4- . . . -h a 1 a 4- Ao -- o. 

Si I’on ajoute ensuite membrc a membre les equations (i), apres avo 
multiplie la premifere par A„, la seconde par A,, ... , I’avant-dernii'i 
par A„_.,, et la derniere par I’unite, on obtiendra la suivante 

+. A„_sa''-'“ -+- • • • + A, a + A„) .* = ^,,-1 + K -«. /‘«-s + - . . + A, A’l + A 
ct Ton en conclura 

-H ^ g -4- /i ) - 4 - ( t>c + ■ . . + /;g -4- /;// + ■ • • + eg + ch 

■ ~ “*■ (« — b) (a -^ c). ,.(a -- (t 
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On determinerait par un precede analogue les valeurs des autres 
inconnues s, . . . , u, c. 

Lorsque, dans les equations (i), on substitue aux constantes 

^ 1 ) •••» 

les puissances entibres successives d’une meme quantite k, savoir 

^“ = 1, ky A®, 

la valeur trouvee pour x se reduit a 

/3s {k—h){k — c')...{k — g){k — li) 

{a — b){a — c)..\a — g){a — h) 


§ II. — Des fonctions alternies. 

Une fonction alternee de plusieurs quantites est celle qui change de 
signe, mais en conservant au signe prbs la meme valeur, lorsqu’on 
echange deux de ces quantites entre elles; en sorte que, par une 
suite de semblables echanges, la fonction devienne alternativement 
positive et negative. D’apres cette definition, 

X — y, xy^—x^y, sin.« — sin/, ... 

sont des fonctions alternees des deux variables x et j; 

{x—y){x — z){y — z) 

est une fonction alternee des trois variables x, y, z, et ainsi de suite. 
Parmi les fonctions alternees de plusieurs variables 

X, y, s, u, i>, 

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entieres par rapport 
a chacunc de ces memes variables. Supposons une semblable fonction 

OEwres de C. — S. II, t. III. 
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developpee et mise sous la forme d’un polynome. Un de ses termes, 
pris au hasard, sera de la forme 

kxP z^. . 

p, q, r, , s, t designanl des nombres entiers, et un coefficient 
quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe, mais con- 
server au signe pres la meme valeur, apres I’echange mutuel des 
deux variables x et j, il faudra de toute necessite qu’au terme dont 
il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire 

. — kxfyP z'" . . .11^ v‘, 

deduit du premier en verfu de cet echange. La fonction se composera 
done de termes alternativement positifs et negatifs, qui, reunis deux 
a deux, produiront des binomes de la forme . • 


kxPyi z’' . . .u^ i >‘ — kx^yPz’’ . . . v*— k{xPy'! — x'> yp)z '' . . . 

■" 

Dans chaque binome de cette espece, p, q seront necessairement deux 
nombres entiers distincts Tun de I’autre, et, comme la difference 

xP y^ — yP 


est evidemment divisible par j ou, ce qui revient au mfime, par 
x—y, il en resulte que chaque binome, etpar suite la somme des 
binomes ou la fonction proposee, sera divisible par 

. ^.{y — x). 

Comme on peutd’ailleurs, dans les I'aisonnemcnts qui precedent, sub- 
stituer aux variables x, y deux autres variables quelconques x et z 
ouyets, ..., on obtiendra definitivement les conclusions suivantes : 

1° Une fonction alternee, mais entiere, de plusicurs variables x,y, 
z, u,v, est composee dc termes alternativement positifs et nega- 
tifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des expo- 
sants differents; 
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2 ° Une semblable fonction est divisible par le produit des diffe- 
rences 

), ±{u — x), — 

), ±{u—j), ±(e-j), 

— s), — 


±:(i> — u), 

prises chacune avec tel signe que Ton voudra. 

Le produit dont il est ici question, ainsi qu’on pent aisement le 
reconnaitre, est lui-meme une fonction alternee des variables que 
1 on considere. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit 
change de signe, en conservant au signe pres la meme valeur, apres 
I’echange mutuel de deux variables, a; et j/ par exemple. Or, en effet, 
suivant que I’on'adopte pour chaque difference le signe h- ou le 
signe — , ce produit se trouve egal soit a -i- ©, soit a — (p, la valeur 
de p etant determinee par I’equation 

et, comme il est evident que cette valeur de p change seulement de 
signe en vertu de Techange mutuel des variables sc et jk, on peut coh- 
clure qu’il en sera de meme d’une fonction equivalente soit a 4-p, 
soit a — p. . 

Concevons, pour fixer les Mees, que Ton prenne chacune des diffe- 
rences (i) avec le signe Le produit de toutes ces differences sera 
la fonction p determinee par I’equation ( 2 ) ou, ce qui revient ail 
meme, par la suivante 

(3) <P = (.r — «)x(^r — is)(.5-7)x. ..x(c — 3)...(p — f/). 

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables x, y, z, u, e, 
n — I sera evidemment le nombre des differences qui renferment une 
meme variable : et par suite, dans chaque terrue de la fonction p de.ve- 
loppee et mise sous la forme d’un polynome, I’exposant d’une variable 


(•) 


±{y — x), ±(s-a; 

±{z-y 


76 


COURS D’ANALYSE. 


quelconque ne poum surpasser n — i. Enfin, comme dans un meme 
terme les differentes variables devront etro affectees d’exposants dif- 
ferents, il est clair que ces exposants seront respectivement egaux 
aux nombres 

o, I, 2, 3, n — I. 

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numeriquc, 
sera done equivalent an produit des diverses variables rangees dans 
un ordre quelconque, et respectivement elevees aux puissances mar- 
quees par les nombres o, i, 2 , 3, ..., /z — i. On doit ajoutcr quo 
chaque produit de cette espece se trouvera compris une seule fois, 
tantot avec le signe +, tantot avec le signe — , dans le developpement 
de la fonction (p. Par exemple, le produit : 

a:®/’ 5= . . . c"-' 

ne pourra etre forme que par la multiplication des premieres lettres 
des facteurs binomes qui composent le second membre de I’equa- 
tion (3). 

A I’aide des principcs que nous venons d’etablir, il est facile de con- 
struirc en entier le developpement de la fonction (f , et do demontrer 
ses diverses proprietes (voir a ce sujet Ih Note IV). Nous aliens main-., 
tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la consideration 
d’un semblable developpement, a la resolution des equations gene- 
rales du premier degre a plusieurs variables. 

Soient 

--- A',,, 

a^x b^y -+- Ci5 - 1 -/^ 1 1’ r.r. 

a^x -\-b%y -+-Cj3 g’i.u -t-Aije ~ b%> , 



bn-iy + Ca-lS + ■ ■ •+ g,i-iU + ~ bn-f 

n ^nations lineaires entre les n variables ou inconnues 
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et les constantes 





• • • , g^9 



^1, 

bu 

Cl, 

•••» gX9 

h\9 

^19 

^2, 

K 


•••/ ^2, 


ki. 

* * 9 

• • 9 

• • 9 

* • • > * • > 

• * 9 

• • 9 

^n—u 

^n,—u 

^n—\9 

* • * > g n—\9 

^m-\9 

kn-^ 


choisies arbitrairement. Representons, en outre, par P ce que devient 
la fonction (p lorsqu’on y remplace les variables 

y, 2, u, <> 

par les lettres 

a, b, c, g, h 

considerees comme autant de nouvelles quantites, en sorte qu’on ait 
( 5 ) P =:(6 — a)x{c — a){c — b)x...x{k — a) (h — b){k — c). . .{h — g). 

Le produit P sera la fonction alternee la plus simple des quan- 
tiles a, b, c, g, h; et, si Ton developpe cette fonction par la 
multiplication algebrique de ses facteurs bindmes, chaque terme du 
developpement sera equivalent, au signe pres, au produit de ces 
memes quantites rangees dans un certain ordre, ‘et respectivement 
elevees a des puissances marquees par les exposants o, i, 2 , 3, ..., 
n — i. Cela pose, concevons que dans chaque terme on remplace les 
exposants des lettres par des indices, en ecrivant, par exemple. 


au lieu du terme 


(5!o Cj . . . 1 , 


et designons par 1) ce que devient alors le developpement du pro- 
duit P. La quantile D aura evidemment, tout comme le produit P, la 
propriete de changer de signe lorsqu’on echangera entre elles deux 
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des lettres donnees, par exemple les deux lettres a et h. II est aise 
d’en conclure que la valeur de D sera reduite a zero, si Ton ecrit dans 
tous ses termes la lettre ^ a la place de la lettre a, sans ecrire en memo 
temps a a la place de h. II en serait de meme si Ton ecrivait partout a 
la place de la lettre a Tune des lettres c, g, h. Par suite, si, dans 
le polynome D, on designe la somme des termes qui ont pour 
facteur commun par Ao^o* somme des termes qui renfermont le 
facteur.a, par ; enfin la somme des termes qui ont pour fac- 
teur par en sorte que la valeur de D soit donnee par 

I’equation 

(6) D = Ao^Zo -1- Aj ^!!i + AjiTa -t- . . . -H A,i_j 

on trouvera, en ecrivant successivement dans le second membre do 
cette equation les lettres h,c, , g, h a la place deda lettre a. 


0 — Ao ^0 ■+■ A 1 61 -4- A2 ^2 • ■ 

. . 4“ A^2_i 

0 zn AqCo •+■ AiCj: -h A2C2 4 - . 

• • A/i— 1 Cfi—x, 

0 = Ao if 0 -+- Aj -H Aa J?-. . 

. . 4” 

0 Ao Ao Ai Ax -T“ Aa Aa “H • ■ 

T 

> 

T 


Supposons maintenant qu’on ajoute membre a membre les equa- 
tions ( 4 ), aprfes avoir multiplie la premiere par Ao, la seconde par A,, 
la troisieme par ..., la derniere par A;,_,. On verra, dans cette 
addition, les coefficients des inconnues y, z, . .., u, v disparaitre 
d’eux-memes en vertu des formules (7), et Ton obticndra definitivc- 
ment I’equation 

R ^ — Ao ^0 Ai A'l -t- Aa -H . - . -i- A,i_) 

de laquelle on conclura 


Comme d’ailleurs des deux quantit 4 s 

R et Ao Ao -4- Aj Ax —i— Ag Aj . . . — i~ A,x— 1 A,,—, 
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la |.r.;»ti.T,‘ ,‘s( e-c (juc iljn-iorit Ic (levoiopppijjftit dii protluii 

( /' . u I ,K (<• - ) ('• - /^) X . . . X { A - rt) {/| ~ /,) (A _ r). . . (A ~~ 

loi'stjii** liaiiH lU'Vf'lapppmciit on romplncj* las axposanls das lattrcs 
par das ijidicas, (d la sacHiiida, c(* quo daviciil in (piatilita 1), a<fiu'v!i> 
lanlaait sarnnd mamlira da la forrmilfi ((>), larsqii’oti y Hiihslitua la 
IfHra k a la Irtlra «. il ati r<'*s»Un (juo la valcur di' x pritf <Mri‘ rmisrc 
dflrrminid' par IV-qiiatioii 

t*i) .r A) *•...-*-(/,__/)(// h) (h - r). . .(f, - 

lf> ,t){v «)(/, Aj^/, 

puitrvii Tint ronvii'iiitc iii> dinadoppor las driix Irrmrs dc la frac- 
li»»n (|tit foriiH* if srroud tin'mlirr, f»l da r^ttiplarcr dans rlimpu* drvc- 
!«pp«*tiii*jd los rxtMisaiils di»s hdtres par di».s hidtro.s, I, a valciir qua 
ri'qtiidion (9) prisr it la liHtri* srmblr (mimir ptnir riiu'oiintft' x, 
«‘«dant pits rxaetf id u(< pauvaiil li* duvenir qiii* par suilr drs iimditi- 
i‘alion» idionci'cs, rsl rr qiic nous uiimitioroitH mu* ivi/nir symbolii/m' 
do oidlo itiootinuo. 

bn iiH'dIiodo qiii nous a rond»it« It !« valour Hymboliquo do .r four- 
nirait ogulofiiont oidlos dos autros inconmios. Pour moritror utifi 
appiifalioii ilo oidto tutdhodo, supposous qu’il s’agisso do ri^soudro 
b'H idptaliitiis limdtiroK 

/ «,.r -4- Ag V t- " A„ 

I » » A, V I I'lS A,. 

! #l|,r *4- r|5 4*1* 

Oil intiivora tiaus ootio bypiilbbiio. pour bi valour symboliqiio tb* Tiu- 

foiifmo .1*. 

(A - ^ )(r* •• Al 

(A— ti){c- a){p-~ if) 

A®A»r*^ A»A*r' 1 A'A*r*- A’A%' A*A'r„ 

*/**A«f»— «' A*r*- -'fl' A»e*-t- «*A'’r' ™ «''A‘<\ ’ 
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et par suite, la valeur veritable de la meme inconnue sera 


(12) 


Ao C) H- ki bj C[) — A") Z>(| C2 + ^ 


flo 


bi C2 — ctQb^Ci--{“ ix^b^C(f — Z>2 C2 + d^b^c^ (i^b\ Cq 


— Lorsque, dans les equations (4), on remplace les indices 
des lettres a, b, c, ..., g,h,k par des exposants, la valeur symbo- 
lique de x donnee par I’equatioii ( 9 ) devient evidemment la valeur 
veritable, et coincide, comme on devait s’y attendee, avec celle quo 
fournit la formule (3) du § 1 . 


III. — Des fonctions homo genes. 


Une fonction de plusieurs variables x, y, z-, . . . est homogene 
lorsque, t designant une nouvelle variable independante des pre- 
mieres, le changement de x en tx, de y en ty, de z en tz, . . . fait 
varier cette fonction dans le rapport de I’unite a une puissance deter- 
minee de t, et I’exposant de cette puissance est ce qu’on nomme le 
degre de la fonction liomogene. En d’autres termes. 


f(x,y,z, . . .) 


sera une fonction liomogene du degre a par rapport aux variables x, 
y, z, .... si Ton a, quel que soit i. 


(i) f{tx,ty,tz, ...) = t<^f{x,y,z, . . .). 

Ainsi, par exemple. 


a;/ \/xy, ly — lx 


sont trois fonctions homogenes des variables x et j, la premiere du 
second degre, la deuxieme du premier degre, et la troisieme d’uii 
degre nul. Une fonction entiere des variables x, y, z, ... , composee 
do termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverses 
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vuruihii'H soil la luemp diuis tons loa termpH, ('at «H'i(l(‘iiim('nt hornet- 

Si. (laiia la loriiiiili' (i), «„ fait / .. ' . on ('ii cctnelura 


...) = .r«/^i,2], £, ,..y 


CHt.. donurr.' hhiiUuh, *Huldit uno i.ropritdi^ dos fonctiona hotno- 
(ju'on limit ^noncer do in manii'ro auivanti' : 

/.orjfi/H umpncthm tit^plmimn varmhlfs nr, y, s, ... c.<t/ homagthtr. 
fllr rt/tnmui «« fmtdiut tie i mie t/tteieont/tte ties t'armi/ies e'itvee <) me 
eenmne ftumanee pur urie/tmefmu ties rappurtr e/ifre res m^mes mriahles 
rtunhinres dmx u tieu.v. 

Oil ftmit iiJoutiT «{uo .•('«■(• iipojiri.'tf' i»p|iarlimii .'xciusivmnmil aux 
roiir{i«ii». hwnoginu.H. Kt, on ojli't. aHjjjinaona /(.r. /, 5. . . . ) f.qui- 
vjdmito «ii jiniduit do .*-» par nrio fonotimi doa rnpporta ('iilro loa 
varialdoa a\ y. i. ... oomhinooa dmix li dmix. Comino on pourra 
oxpriiwor lotw 1:0a rapporN au moyen du coux (jui ont ® pour d6n«- 
iiiiiitttour, on ^crivant* parexompla, ati liou do 


il mi ri'sidto (juo hi vidmir d(t/(.r..y, »....) aoru doniu''(‘ par unc aipiu- 
linti do la roriin? 


/(•O.J, a. ,..y 


t .♦*»»* ('npiation di'vra mibaiator, ({iiidloa quo aobrd lea valoura do ,t\ y 
3, . . , ; ft, hi I'on y rt'itiplaoe 


idli* dciiimtdra 


r- par ix, / par //, 3 par ta. 


/(t.r, ty, la, . . .) <« 4 r* i, 


Ui^msm^he» - %. IL I. ill, 
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans I’hypothese admise, 

» 

ou, en d’autres termes, 

• • • ) 


sera une fonction homo^ene du degre a par rapport aux variables a;. 
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CHAPITRE IV. 


BfiTERJUNATION J)ES FONCTIONS ENTltRES, D’APRtS UN CERTAIN NOMBRE DE YALEURS 
PARTICULlilRES SUPPOSfiES CONNUES, APPLICATIONS. 


§ I. — Recherche des fonctions entiires d’une seule variable, 
pour lesquelles on connait un certain nombre de valeurs par- 
ticuliires. 

‘Determiner une fonction d’apres un certain nombre de valeurs par- 
ticulieres supposees connues, c’est ce qu’on appelle interpoler. Lors- 
qu’il s’agit d’une fonctioi) d’une ou de deux variables, cette fonction 
pent etre consideree comme I’ordonn^e d’une courbe ou d’une sur- 
face, et le probleme de V interpolation consiste a fixer la valeur gen4- 
rale de cette ordonnee d’apres un certain nombre de valeurs particu- 
lieres, c’est-a-dire k faire passer la courbe ou la surface par un certain 
nombre de points*. Cette question pent etre r^solue d’une infinite de 
manibres, et en general le probleme. de I’interpolation est indeter- 
mine. Toutefois, I’indetermination cessera si, a la connaissance des 
valeurs particulieres de la fonction cherchee, on ajoute la condition 
expresse que cette fonction soit entifere, et d’un degre tel que le 
nombre de ses termes devienne precisement 6gal au nombre des 
valeurs particulieres donnees. 

Supposons, pour fixer les idees, que Ton considere d’abord les fonc- 
tions entieres d’une seule variable a?. On etablira facilement a leur 
egard les propositions suivantes : 

TneoRfeME I. — Si une fonction entiere de la variable x sevanouil pour 
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une vaieur particuliere de cette variable, par exemple pour x=zx^ 
sera divisible algebriquemenl par x — x^. 

Th^or^me II. — Si une fonction entiere de la variable x s’ evanouit 
pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite 

^09 ^19 ^29 -•*> — 

n ddsignant un nombre entier quelconque, elle sera necessairement divi- 
sible par le produit 

{x — x„){x — Xi) {x ^ X,) . . .{x — 

Soient maintenant 9(3;) et deux functions entieres de la 

variable x, Tune et I’autre du degre n — i, et qui deviennent ^galcs 
entre elles pour chacune des n valeurs particulieres de x comprises 

dans la suite x^, x^, x^ Je dis que ces deux fonctions seropt 

identiquement egales, c’est-a-dire qu’on aura, quel que soit x, 

9(a;) = + (a;); 

et, en effet, si cette egalite n’avait pas lieu, on trouverait dans la dif- 
ference 

l\l{x) — o{x) 

\ 

un polynome entier dont le degre ne surpasserait pas « — i, mais qui 
s’evanouissant pour chacune des valeurs de x ci-dessus mentionnees 
serait pourtant divisible par le produit 


(x — Xo) {x — Xi) {x — Xi). . .{x — x„.i}, 

c’est-a-dire par un polyndme du degre n, ce qui est absurde. On ser 
assure a /om'onde I’egalite absolue des deux fonctions 9 (a?) et(j;( 
si Ton savait qu’ elles deviennent egales entre elles pour un nom 
de valeurs de x sup6rieur a n. On pent done enoncer le theoreme s 
vant : 

Tn^iORiME. III. — Si deux fonctions entUres de la variable x deviennent 


m. 
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egales pour un nombre de valeurs de cette variable superieur au degre de 
chacune des deuxfonctions, elles seront identiquement egales , quel que 
soil X, 

On en deduit comme corollaire cet autre theoreme : 

TheorMe IV . — Deux fonctions emigres de la variable x sont identi- 
quement egales Louies les fois qu elles de^^iennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de cette variable, ou mime pour toutes les valeurs 
entiires qui surpassent une limite donnee. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x, pour lesquelles 
les deux fonctions deviennent egales, est indefini. 

II suit du theoreme III qu’une fonction entiere u du degre n — i 
sera complMement determinee, si Ton connaitses valeurs particulieres 

Mq, Ui, Wjj ^^n—1 

correspondantes aux valeurs 

Xq, ^2, •••> Xn—i 

de la variable x. Cherchons dans cette hypothfese la valeur generale de 
la fonction u. Si Ton suppose d’abord que les valeurs particulieres 
M, , . . . , u„_, se reduisent toutes a zero, a I’exception de la premiere m„, 
la fonction u, devant alors s’evanouir pour x — x,, pour x = x.,, , 

enfin pour x = x^-,, sera divisible par le produit 

{x — asi) {a; — Xi) . . .(x — 

et sera par consequent de la forme 

, u = k{x — Xi){x — x^). . .{x — Xa-i), 

k ne pouvant ^tre qu’une quantity constante. De plus, u devant se 
reduire a pour x = a3„, on en conclura 

Mo=:^(«o — - -(^0 — ^«-l) 
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et, par suite, 

_ {w — Xj) {x ~ X^) . ■ — _ 

aio — a;, )( ;ro — djj )•■■( ) 

De meme, si les valeurs particulieres se r^duisont 

toutes a zero, a I’exception de la seconde , on trouvera 

Uz=zu (■^ — ^o)(^ — — ■ 

‘ ( a;, — a:„ ) ( asi — ajj ) . . . ( a?i — a7„_2 ) ’ 


Enfin, si elles se reduisent toutes a zero, a I’exception de la dernifero 
on trouvera 

(a; — a;o)(a; — a:,)., .(.g — a;„_;) 

{^n— 1 ajo ) (a7„_i a?) ) . . . (a;„_i — 

En reunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses 
hypotheses qu’on vieht de faire, on obtiendra pour somme un poly- 
nome en x du degre n — i, qui aura evidemment la propriety de so 
reduireaM„poura; = a;„,a«, poura?=.a:^, a poura! = a;„_, 
Ce polynome sera done la valeur generale de u qui resout la question 
proposee, en sorte que Cette valeur generale se trouvera d^termineo 
par la formule 

I u= a — — — 

(a?() Xi ) ( Xq x^ ) • • • ( a^o " •^n—i ) 

-h U — —Xn-i) 

(I) , ' ‘ (a?i— a;„ ) (a?i — ajs ) • •■• ( a?! — a?„_, ) 

+ 

I (a^ — a?o)(a? — .■»,)■ ..(a- — 

I 1 ^*0 ) 1 a?j ) • - . (a^^—i — ) 

On pourrait deduire directement la meme formule de la mAthode que 
nous avons employee ci-dessus(Chap. Ill, § I) pour resoudre dans un 
cas particulier des equations lineaires a plusieurs variables (voir a ee 
sujetlaNoteY). 

Si, en designant par a une quantite constante, on remplace dans la 
formule (i) la fonction u par la fonction u — a, qui sera Evidemment 
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de meme degre, et les valeurs particulieres de u par les valeurs parti- 
culieres de w — a, on obtiendra I’equation 

[ u-a= 

I ('^ 0 — — a :^ s )- ..(^0 — ■ 2 ^ n - i ) 

(2) { — 


' — ^o) (^n-1 — i^a). . ■{^n.-i — ^n-s)’ 

et, en comparant cette equation a la formule (i), on trouvera la sui- 
vante 

!I= — — — 

(.^o— ^l) (^^0 — .(«o— 


(a; — a;o)(.r — a;,)...(a; — 

— xo ) — it-i ) . . . (a;„_i - ) ' 


Cette dernibre Equation est identique et subsiste quel que soit x. ' 
Les equations (i) et (2) peuvent servir Tune et I’autre a resoudre, 
pour les fonctions enti^res, le problfeme de I’interpolation ; mais il 
convient, en general, de prefererpourcetobjetr6quation(2), attendu 
qu’on pent y faire disparaitre I’un des termes du second membre, en 
prenant la constante a equivalente k Tune des quantites 

llQf Uly U%y . , 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer une droite 
par deux points donnes. D6signons paroj^, les coordonn^es rectan- 
gulaires du premier point, par x„ y, celles du second, et par y Tou-- 
donnee variable de la droite. En rempla^ant dans la formule (2) la 
lettre u par la lettrey, puis faisant n = i et a =y^, on trouvera pour 
I’equation de la droite 

7— ro=(/i— 7o)- — — • 


( 4 ) 
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Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois 
points donnes une parabole dont I’axe soit parallele a I’axe des y. 
Nommons 

et 7i, ^2 el 72. el 73 

les coordonnees rectangulaires des trois points. Soit de plus y I’or- 
donnee variable de la parabole. En remplagant toujours, dans la for- 
mule (2), la lettre u par la lettre y, puis faisant re = 2 et a —y,, on 
trouvera pour I’equation de la parabole 


ou, ce qui revient au meme 


Lorsque dans I’equation (1) on prend u = x”‘ (/re designant un 
nombre entier inferieur a re), les valeurs particulieres de u repr 6 sen- 
tees par 


se reduisent evidemment a 


On aura done, pour les valeurs entieres de m qui ne surpassent pas 


Cette derniere formule comprend comme cas particulier I’equation ( 3 ). 
De plus, si Ton observe que chaque puissance de x, et en particulier 
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hi j.»n..4ur. .1- *. m‘n‘ssair,>ini‘tU avoir lo infiiiu. coeOichoit dans 
ii*<* 4 i*hx iiii'iiihri's (|(» til (iirtriiili* (7), on trouvora : 
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im'tlimh '. |i.(r on diHoriiihn) ioa foiictiuns d'liiu* wnili* 
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connues, peuvent etre facilement etendues, comme 6n va le voir, au: 
fonctions de plusieurs variables. 

Considerons d’abord, pour fixer les idees, des fonctions de dei; 
variables a? ety. Soient deux semblables fonctions. 

Tune et I’autre du degre n - i par rapport a chacune des variables, et 
qui deviennent egales entre elles toutes les fois que, en attribuant a la 
variable x une des valeurs particulieres 


I 

1 


^0> *^2 5 


on attribue en 


meme temps a la variable v Tune de 


s suivantes 


Xo' J't’ Xi) y„-i. 

?(^o. j). K-^’o-.r) seront deux fonctions de la seule variable jk, qui 
deviendront egales entre elles pour n valeurs particulieres de cede 
variable. Par suite (en vertu du theoreme III, § I), ces deux fonctions 

seront constamment egales, quel que soit j. On aura done identique- 
ment 

On trouvera de meme 

9ix„y) = ^(x^,y), 

9 

D’ailleurs, les premiers membres des n equations preebdentes sont 
autant de valeurs particulieres de la fonction ^(x, y) dans le cas ou 
I’on y considere ajseul comme variable, et les seconds membres repre- 
sentent les valours particulieres correspondantes de la fonction 
Les deux fonctions 


lorsqu’on y attribue b j une valeur constante choisie arbitrairoment. 
deviennent done egales pour n valeurs particulieres dea;; et, comm 




elles sont toutes deux du degre n — i par rapport a a;, il en resulte 




■ 
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qu’elles resteront egales. nen seulement pour une yaleur queJconque 
attribuee a la variable y, mais encore pour une valeur quelconque 
de a;. On serait assure, a fortiori, de I’egalite absolue des deux fonc- 
tions j), si Ton savait qu’elles deviennent egales toutes 

les fois queles valeurs des variables a. ety sont respectivement prises 
dans deux suites composees chacune de plus de n termes diffirents. 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

TiiitoafeME I . - Si deiix fonctions emigres des variables x el y. devien- 
neiit egales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont res- 
pectivement prises dans deux suites qui renferment I’une et 1’ autre tin 
nombre de termes superieur aiix exposants les plus eleves de x et de y 
dans ces mimes fonctio ns, elles seront identiquement egales. ■ 

On en deduit, comme corollaire, cet autre theoreme : 

THEonftME II. - Deux foactions entieres des variables x et y sont iden- 
tiquement egales, toutes les fois qu elles deviennent igales gourdes valeurs 
entieres quelconques de ces variables, ou mime pour toutes les valeurs en- 
fie'res qui surpassent une limite donnee._ 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de a; et de j pour les- 
quelles les deux functions deviennent 6gales est indefini. 

II suit du theoreme I que, si la function <si{x,y) est suppos6e 
entiere et du degre « ~ i par rapport a chacune des variables x et j, 
cette fonction sera completement d6termin6e dfes que Ton connaitra 
les valeurs particulieres qu’elle regoit, lorsque, en prenant pour va- 
leur de X Tune des quantites 

Xu Xu 

on prend en meme temps pour valeur d,e y I’une des suivantes 

7o> yu y%, fn-i. 

Dans la meme hypothese, la valeur generale de la fonction pourra 
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Mre facilement deduite de la formule (i) du paragraphe precedent. 
En effet, si Ton remplace dans cette formule u par ©(a?,/), or 


tirera 




. . . (Xt,— Xn-i) 


®(^o, j) 


(x — Xq) (x X^) . . . {x ^n-l) y'j 

{Xi — Xo) {Xi-— x,_) . . . (a;, — a?„_i) " 


{X — X(,) {x — x^) . . . (x — X,:-,) 


(x,i—i — iCo) Xi) . . . x„-^) 


et Ton aura, de plus, en designant par m un des nombres ontiers 

I, 2, 3, , /i — I, 


9 (■*««> y ) 


yi) • • • (.y»-~ yri-i) 

( y — yoUj— yO ■••(/ — 


(yi — yo)(yi— yO-- - 


(yn-i — yo) (y«-i— yi)- • •(y«-i'~ y«- 2 ) 


On conclura hnmediatement des deux equations qui precedent la va 
leur generalc de <p(^, j)- On trouvera, par exemple, en supposaiil 


<p(j7. y) 


— ^0 yo— yi 


^0 JKi .X<i 


— fo 


Si Ton considerait des fonctions de trois ou d’un plus grand nom 
de variables^ on obtiendrait des resultats entierement sembla 
ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de do.. 
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riables seulement. On trouverait, par exemple, a la place du tlieo- 
reme II, la proposition suivante : 

TuEORfiME III. — Deux fonctions entieres de plusieurs variables x, y, 
5, ... sont identiquement e gales toutes les fois quelles determent i gales 
pour des valeurs entiires quelconques de ces variables , ou mime pour 
toutes les valeurs entiires qui surpassenl une limite donnee. 

§ III. — Applications. 

Pour appliquer les principes etablis dans les paragraphes prece- 
dents, considerons en particulier des produits formes par la multipli- 
cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d’une 

unite, le premier facteur etant Tune des variables x, y, z, , et 

cherchons a exprimer, au moyen de ces sortes de produits, le produit 
tout semblable qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur la 
somme des variables donnees, savoir 

X -HJ-H s 4- — 

Si Ton reduit toutes les variables A deux, le problfeme qu’il s'agitde 
resoudrepourras’enoncercommeilsuit: 

yv.ox\\Mve.\. — Exprimer le produit 

dans lequel n designe an nombre entier quelconque, par le moyen des 
produits suivants 

x{x ~ i) {x — 2 )... {x — rt-4-l), 

rt/- 0 (/ — 2). . . (j — «H-i) 

et de tous ceux qiion peul en deduire, en changeant seulement la valeur 
de n. 

i 

Solution. — Pour r^soudre plus facilement la question precedente, 
supposons d’abord que x y soient des nombres entiers egaux ou 
sup^rieurs a n. Alors le produit (i) ne sera autre chose que le nume- 
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons 
sibles de lettres prises n k n, puisque ce nombre estpre 

ment 

(.■g-l-/) (a?+.r — 0 (a; -<-7 — 2) . . . (cr-hy — n+x) 


concevons 


D autres renfermeront n — i lettres prises dans le premier groupe, et 
une lettre prise dans le second. On determinera facilcment le nombre 
des combinaisons de cette seconde espece, et I’on verra qii’il est egal k 


On trouvera de m6me pour le nombre des combina 
menf n — 2 lettres prises dans Je premier groupe 
prises dans le second, 


La somme des nombres des combinaisons de cliaque espece deva 
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reproduire le nombre total des combinaisons des lettres donnees 


prises n a on en conclura 


1 . 2 . 3 . . . w 

___ ^ — i) . . , (x — n + 2) v • 

1 + w + Sl ;y(y _ r) 

I 1. 2. — 2 ) ,.2 ■*"••• 

I 4- - — + .r(.r — 0 •••(?' — « + 1 ) 

1 I i.2.3...(/i — I) i.a.sTTTTT 

L equation precedente, etant ainsi demontree pour le cas oil les va- 
riables a; etj obtiennent des valeurs entieres superieures a /i, subsis- 
tera, en vertu du theoreme II (§ II), pour des valeurs quelconques de 
ces variables, et la valeur du produit (i) tiree de la meme equation 


4 . j) j) ^ j) 




/I (/I •— l) 




I + 7 ^/( J - I) . . . _ j) ^ T). 

CoroUaireL — Si dans I’equation (2) on remplace x par —x et y 
par — j, on obtiendra la suivante : 

( T ) ( + y + 0 ♦ ♦ • ( ^ Y n — I ) , 

1 . 2 . Z~7a ^ 

__ x{x -hi)..- {>x n -- t) x(.^ i) . . . (w 4" — 2 ^ r 

j t.2.3.../^ t.2.3...n — 1 I 

1 I — 3) y(y~hi) 

I 1 . 2 . 3 . . .(/^ — 2 ) * 

f + — 2 ) y(,r -h i) . . . { x + /2 -- 1) 

' , , ^ o rT~ ■T- — — ™ — ~ - 


I I.2.3...(rt— I) 


I . 2 , 3 . . . /t 


ce a; par - et y 


Corollaire II. — Si dans I’equation (2) on rempla 
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on trouvera 


del’equation (2). 
dans lesquels la 
obtiendra la for- 


eri nomhres (jiti l- 


et de tous ceux qu’on peut en deduire en changeant la x^aleur de n 
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On commencera par resoudre le probleme dans le cas on cc, y, z, ... 
designent des nombres entiers superieurs a n, en partant de ce prin- 
cipe que la fraction 

- h X z . . .) {x -i- y s + . , .—i) (s -T- Y + s + . . . — 2). , .{x -h y -i- z -t-- ■ - — 

1 . 2 . 3 . , . Ai 

est egale an nombre des combinaisons que Ton peut former avec 
X -hy + s + . . . lettres prises nhn; puis on passera au cas ou les va- 
riables X, y, z, ... deviennent des quantiles quelconques, en s’ap- 
puyant sur le theoreme III du § II. Lorsque Ton aura ainsi demontre 
la tormule qui resout la question proposee, on en deduira sans peine 
la valeur de la puissance 

{x -h y + z + . . .yx 

On y parviendra, en eff'et, en developpant les deux membres de la for- 
mule trouvee, et ne conservant de part et d’autrc que les termes dans 
lesquels les exposants reunis des variables x, y, z, ... forment une 
sornme egale a «. 
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CHAPITRE V. 

DfiTERMINATION DBS FONCTIONS CONTINUES d’uNE SEULE VARIABLE PROPRES A VERIFIER 

CERTAINES CONDITIONS. 


Lorsque, au lieu de tonctions entieres, on con^oii aes loncuons 
quelconques, dont on laisse la forme entierement arbitraire, on nr 
pent plus reussir b les determiner d’apres un certain nombre dr 
valours particulieres, quelque grand que soit cc meme nombre; mais 
on y parvient quelquefois dans le cas oii Ton suppose connuos cor- 
taines proprietes generales de ces fonctions. Par cxemple, une fonc- 
tion continue de cc, representee par (p(a7), pout etre complfetemcnt 
determinee lorsqu’ellc est assujettie a verifier, pour toutes les valeurs 
possibles des variables x ct j, Pune des equations 

(,) ■ = 

(2) -+-j) = ?(•■») X cp (7), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes 
variables, Pune des equations suivantes : 

(3) cp(^7)~9(^) + <P(7)> 

(4) <p(«7) = ?(^) X 'P(7')- 

La resolution de ces quatre equations presente quatre problbmes dif- 
ferents que nous aliens trailer Pun apres Pautre. 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE V. 99 

ProblAme I. — Determiner la fonction de maniire quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de hx variable x, et que 
I on ait pour toutes les valeurs reelles des variables x et y 

(i) cf{x-hy) = (f{x) + q(y). 

Solution. — Si dans I’equation (i) on remplace successivement y 
par j 4- 5 , 2 par 3 4- on en tirera 

9(a;H-y-4-s4-M4-.. .) = <p(a;) H-(p(j)-i-(p(s)-|_(p(«)_|_...^ 

quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 

la formule que Ton vient de trouver deviendra 

Pour etendre cette derniere equation au cas oil le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque (j., on fera, en premier lieu, 

• . m 

main designant deux norobres entiers, et Ton en conclura 

n^:rzm(X,j 

/I 9 ( 6 ) = m (p{a), 

f m \ m,. 

9(6) = 9(^-.aj = -9(«); 

puis, en supposant que la fraction ~ varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera 


?(pa) = F<p(«)- 
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Si maintenant on prend a = i, on aura, pour toutes les valeurs posi- 
tives de [a, 

(5) ®(fz) — fi<p(i) 


et, par suite, en faisant converger [a vers la limite zero 


D’ailleurs, si dans I’equation (i) on pose a; = [z 
tirera 

9(— f^) = 9(0) — 9 (f-) =— ;-^ ?(>)• 


L’equation ( 5 ) subsistera done lorsqu’on y changera [a en — a. En 
d’autres termes, on' aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x. 


II suit de la formule (6) que toute function 9(3?) qui, demeurant 
continue entre des limites quelconques de la variable, verifie I’equa- 
tion (i), est necessairement de la forme 


a designant une quantite constante. J’ajoute que la fonction aa; jouira 
des proprietes enoncees, quelle que soit la valeur de la constante a. 
En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la va- 
riable X, fonction continue de la variable, et, de plus, la supposi- 
tion 9 (a;) — ax change I’equation (i) en cette autre 


laquelle est evidemment toujours identique. La formule (7) fournif 
done une solution de la question proposee, quelle que soit la valeur 
attribuee a la constante a. La faculte que Ton a de choisir arbitraire- 
ment cette constante lui a fait donner le nom de comlante arbilraire. 

ProelMe II. — Diterminer la fonction 9 (a?) de maniire quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
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I on ait pour toutes les valeurs rdelles des variables x et y 
(2) = 

Solution. — II est d’abord facile de s’assurer que la fonction (p(a?), 
assujettie a verifier I’equation (2), n’admet que des valeurs positives; 
et, en effet, si dans I’equation (2) on fait y = x, on trouvera 

puis on en conclura, en ecrivant|a; au lieu de x. 

La fonction <p(^) 6 st done toujours equivalente a un carre, par conse- 
quent toujours positive. Cela pose, concevons que dans I’equation (2) 
on remplace successivement / par j -i- 5, s par 3 -1- w, . . . , on en tirera 

9 (d; H- J 3 K. . .) =r 9(0;) <p(y ) 9(3) (p(iO. . 

quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, Si, de plus, on 

designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 

la formule que Ton vient de trouver deviendra • 

?(»*«) = [9 («)]'"• 

Pour 6 tendre cette dernifere formule au cas oii le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque p., on fera, en premier lieu, 

> „ 7W 

6 = — a, 
n 

metn designant deux nombres entiers, et Ton en conclura 

n^ = ma, 

[9(6)]”= [?(«)]'", 

9 ,(S) = 9 ( 7 «) = [ 9 («)]”; 
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puis, en supposant que la fraction — varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p., et passant aux limites, on trouvera 


Si maintenant on prend a = i, on aura pour toutes les valeurs posi- 
tives de p. 


et, par suite, en faisant converger p vers la limite zero 


D’ailleurs, si dans I’equation (2) on pose x=z\x,y 
dura 


L’equation (8) subsistera done lorsqu’on y changera p en — p. En 
d’autres termqs, on aura pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x . 


11 suit de I’equation (9) que toute function <^{x) propre a resoudre lo 
second probleme est necessairement de la forme 


A d6signant une constante positive. J’ajoute qu’on pent attribucr a 
cette constante une valeur quelconque entre les limites o et oo. En 
effet, pour toute valeur positive de A, la function A® reste continue 
depuis a; = — cc Jusqu’a a; = -t- 00, et I’equation 


est identique. La quantite A est done une constante arbitraire 
n’admet que des valeurs positives. 
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Nota. — On pourrait arriver tres simplement a I’equation (9) de la 
maniere suivante. 

Si 1 on prend les logarithmes des deux menabres de I’equation (2) 
dans un systeme quelconque, on trouvera 

-t-j) = L(p(«) 4- L®(7); 

et Ton en conclura (twie probleme 1) 

puis, en repassant des logarithmes aux nombres 

'P(^) = [9(0?- 

Probleme III. — Determiner la fonction <^{ x ) de maniere qu elle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que 
I' on ait pour toutes les valeurs positives des variables xety 

(3) 9(xj) = 9(a;) 4 - 9 ( 7 ). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution du probleme III 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le premier; mais on arrive plus promptement a la solution cherchee 
en mettant I’equation (3), ainsi qu’on va le faire, sous une forme 
analogue a celle de I’equation (i). 

Si Ton designe par A un nombre quelconque et par L la caracteids#- 
tique des logarithmes dans le systeme dont la base est A, on aura, 
pour toutes les valeurs positives des variables x ety, 

. y=zA.^r, 

en sorte que requation (3) deviendra 

9 (AL^+I'>-) = 9 (AI'^) 4- 9 (A''J'). 

Comme, dans cette dernike formule, les quantites variables Lx, Ly 
admettent des valeurs quelconques positives ou negatives, ilen resulte 
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qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 

6t V 

9(A®+3^)=:<p(A"=)-f-tp(A^). 


le probleme I, equal. (6)] 


On en conclura \yoir 


revient au meme 


II suit de laformule (i i) que toute foiiction ©(a;), propre a rdsoudre 
le problfeme III, est necessairement de la forme 


a designant une constante. II est d’ailleurs aise de s’assurer : que la 
constante a demeure entierement arbitraire, 2 ° que, en choisissant 
convenablement le nombre A, qui est lui-meme arbitraire, on peut la 
reduii’e a I’unite. 

ProblMe IV. — Determiner la fonction 9(0?) de manure qu elle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x et qm 
Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 
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L(j) admettront des valeurs quelconques positives ou negatives, il 
en resulte qu on aura, pour toutes les A^aleurs reelles possibles des va- 
riables X et j, 

9(A*+y)=:<p(A“^)<p(A3'). 

On en conclura [voir le probleme II, equat. (9)] 


<P(A“)=:[9(A)]“ 


et, par suite, 

<p( A’^'’^) = [(p( A)]>'^'= 

ou, ce qui revient au memo. 


(i3) 




II resulte de I’equation (i 3 ) que toute fonction <^(x), propre a re- 
soudre le problijme IV, est necessairement de la forme 

(i 4 ) 9(a:) =r: .2?“, 

a designant une constante. II est d’ailleurs aise de s’assurer que cette 
constante doit demeurer entibrement arbitraire. 

Les quatre valeurs de <f(x) qui satisfont respectivement aux equa- 
tions (i), (2), ( 3 ), (4), savoir 


acc, A^, aLxy 

ont cela de commun, que chacune d’elles renferme une constante arbi- 
traire a ou A. On doiten conclure qu’ily a une grande difference entre 
les questions oil il s’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines 
quantites et les questions dans lesquelles on se propose de dbcouvrir 
la nature inconnue de certaines fonctions d’apres des proprietes don- 
nees. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantites inconnues 
se trouvent fmalement exprimees par le moyen d’autres quantites con- 
nues et dbterminees, tandis que dansle second cas les fonctions incon- 
nues peuvent, comme on le volt ici, admettfe dansleur expression des 
constantes arbitraires. 

. 


OM.uvres de C. — S. H, t. HI. 
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§ II. — Recherche d’une fonction continue formee de telle maniere que, 
en multipUant deux semhlables fonctions de quantites variables et dou- 
blant le produit, on trowe un resultat egal a celui qu’on obtiendrait 
en ajoutant les fonctions semhlables de la somme et de la difference 
de ces variables. 

Dans chacun des problenaes du paragraplie precedent, I’equation a 
resoudre r(^nfermait, avec la fonction inconnue f(oc), deux autres 
fonctions semhlables, savoir, (p(j) et(p(a;-h j) o\icj{xy). Nous allons 
maintenant nous proposer un nouveau probleme du meme genre, mais 
dans lequel I’equation de condition, que la fonction (f(x) doit verifier, 
renferme quatre fonctions semhlables au lieu de trois. Voici en quoi il 
consiste : 

Probleme. — Determiner la fonction 9 (a;) de maniire quelle resle 
continue enlre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
Von aiu pour toutes les valeurs reelles des variables x et y, 

(i) <p(yH-a;)-l-(p(7 — a?)=::2(p(a;)9(7). 

Solution. — Si dans I’equation (t) on fait x — o, on en tirera 

9(o) = i. 

La fonction se reduit done a I’unite, pour la valeur particuliero 
X = 0, et, puisqu’on la suppose continue entre des limites quelconques, 
il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de cette valeur particuliere, 
tres peu differente de I’unite, par consequent positive. On pourra 
done, en designant par a un nombre tres petit, choisir ce nombre d(> 
telle maniere que la fonction 9(0?) reste constamment positive entre 
les limites 

w — o,x=i<x.. 

Cela pose, il arrivera de deux choses Tune : ou la valeur positive de 
9(a) sera comprise entre les limites o et i, ou cette valeur sera supe- 
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rieure a 1 unite. Nous aliens examiner successivement ces deux hypo- 
theses. 

Concevons d’abord que<p(a) aitune valeur comprise entre les limites 
o et j . On pourra representer cette valeur par le cosinus d’ un certain 
arcG renferme entre les limites o, -> et poser en consequence 

<p(a) = cos9. 

De plus, si, dans I’equation (i) mise sous la forme 

T (7 + ^ ) = 2 ffl ( .*;) <P ( j) _ ,5, (y _ 

on fait successivement 

x = a., y — a, 

x = a, y=2oc, 

x = cx, 


on en dMuira Tune apres I’autre les formules 

<fi( 2 a) = 2 cos -6 — 1 = cos 2 0 , 

9(3«) = 2 COS0COS20 — COS0 — cos30, 

9(4a) 2 COS0 cos30 — COS20 = cos40, 

et en general, m designant un nombre entier quelconque, 

9(OTa)=:2 cos0cos(/n — 1)0 — cos(»t — 2)0=:cosm0. 

J’ajoute que la formule 

f(mac) = cosmd 

subsistera encore, si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou meme par un nombre quelconque p.. C’estcequeTon prouvera 
facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans I’equation (i) on fait a;= ^oc,y~ on en tirera 



y(o) -H (p(ac) _ 1 -J- cos 9 
2 2 




puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser- 
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vant que les deux fonctions <p(a?), cosa; restent positives, la premit're 
entre les limites x = o, x = a., la seconde entre les liraites a? = o, 
a = 6, on trouvera 




De meme, si dans Tequation (i) on fait 


x—ja, 

4 


y ■ 


V’ 


on en tirera 


Kr)]' 


(})(o) ^ a 1 4- COS ^ 0 


cos^0 ) ; 


puis, en extrayant depart et d’autre les racines positives. 


fix-) 


COS 7 Q. 

4 


Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement Ioh 
formules 

f(X“) 




cos -77 0, 
ib 


et en general, n designantun nombre entier quelconquo, 




Si Ton opere sur la valeur precedente de (p aj pour en deduire cellc 
comme on a opere sur la valeur de ip(a) pour en deduire 
celle de <p(ma), on trouvera 


f m \ m . 

T h=cos — 0; 


puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere in s’a|)proch('r 
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indefiniment du nombre jx, et passant aux limites, on obtiendra I’e- 
quation 

(2) = cosfj. 0 . 

De plus, si dans la formule (i) on fait 

x = im, y = o, 

on en conclura 

9(— na) = [2 ffl(o) — i] (p(fia) = cosja,© cos(-~ p. 9 ). 

L’equation ( 2 ) subsistera done lorsqu’on y remplacera p. par — p.. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 

( 3 ) <:f{!Xx) = cos9a:. 

Si dans cette derniere formule on change a? en elle donnera 


( 4 ) 


9(cr) 


d 

= cos ~ a; = cos 
a 



La valeur precedente de cf(x) est relative an cas oil la quantite posi- 
tive 9 (a) reste comprise entre les limites o et i. Supposons maintte- 
nantcettememe quantite sup6rieure k Tunite. 11 est facile de voirque, 
dans cette seconde hypothese, on pourra satisfaire par une valeur posi- 
tive de r a I’equation 





11 suffira, en effet, de prendre 

+ i[9(«)P-i!L 

Cela posd, si dans I’equation (i) on fait successivement 


^ zr a, 
^ a, 


. w — a, 


f=:OC, 

f=:2a, 

7=:3a, 
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on en deduira rune apres Tautre les foraiules 


(p( 20 £)= -U’ ~ 1 - “ 


9 ( 3 ^)- I U 


- ( /'M- “ 
2 V 


-; '-7 


^ b 


9(4«)= -(/• + - 11 '- + 7:3 






ct 611 general, tti desi^nant un nombre entier (juelconc[U6, 


9(wa)rr:~(r-HiUr'« 


1 / I 

~ /•"' H- — * 

2 V /■" 


J^ajoute que la formule 




subsistera encore, si Ton \ remplace le nombre entier m par une frac- 
tion, ou meme par un nombre quelconque [j.. C’est ce que Ton prou- 
vera facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans I’equation (1) on fait x = a, j = ^ a, on en tirera 


y(o) + 9(ot) 


1 / I 

2 V 1 


y / 1 1 N 2 


puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob 
servant que la fonction <p(ic) reste positive entre les limites a? = 0 
a; = a, on trouvera 

De meme, si dans I’equation (i) on fait 


x= -^cc, y=: -^oc. 


on en tirera 
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puis, on extrayant de part et d’autre les racines positives, 



Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 



et en general, n designant un nombre entier quelconque. 



Si Ton opfere sur la valeur precedente de pour en deduire 

celle de comme on a op6re sur la valeur de (p(a), pour en 

deduire celle ^(ma), on trouvera 


9 




puis, on supposant que la fraction varie de maniere a s’approcher 

indefiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra I’equa- 
tion 


(5) 9(pflt) = - r-a-). 


De plus, si dans la formule (i) on fait 

^ y = o, 


on en conclura 


9(— pa) = [29(0) — i]9((xa) = - (/-P- + /-a). 
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L’equation ( 5 ) subsistera done, lorsqu’on y remplacera p. par — p. En 
d’autres termes, on aura, pour des valours quelconques positives ou 
negatives de la variable a?, 

( 6 ) 

Si dans cette derniere formule on change x en elle donnera 

(7) (p(a’) = i (;•“+/• “). 

6 

Lorsqu’on fait, dans I’equation ( 4 ), ±-=a, et, dans I’equation (7), 

r “=A, ces equations prennent respectivement les formes sui- 
vantes : 

(8) = cosax, 

(9) ■ (p(«) A-®). 

Si done Ton designe par a une quantite constante, et par A un 
nombre constant, toute fonction 9 (a?) qui, demeurant continue entre 
des limites quelconques de la variable, verifiera I’equation (i), sera 
ndeessairement comprise sous Tune des deux formes qu’on vient de 
rapporter. II est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de 
fournies par les equations (8) et (9) resolvent la question proposee, 
quelles que soient les valeurs attribuees a la quantite a etau nombre A. 
Ce nombre et cette quantite sont done deux constantes arbitraires, 
dont Tune ne peut admettre que des valeurs positives. 

D’apres ce qu’on vient de dire, les deux functions 

cosax, -(A®+A“®) 

ont la propriete commune de satisfaire a I’equation (1), ce qui etablit 
entre elles une analogie remarquable. L’une et I’autre de ces deux 
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fonctions S6 rcduisBnt cncorG a riinitG pour x = o, Mais hog diffo- 
lence essentielle entre la premiere el la seconde, c’est que la valeur 
numeriquo de la premiere est constamment au-dessous de la limite i, 
loisquelle n atteint pas cette limite; tandis que, dans la meiue hy- 
pothese , la valeur numerique de la seconde est constamment au- 
dessus. 


— s.n,t. m. 
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CHAPITRE Vi: 

BES SfiRIliS CONVERGENTES ET DIVERGENTES. rSGLES SUE LA CONVERGENCE DES SfiRIES. 
SOMMATION BE QUELQUES SfiRIES CONVERGENTES. 


§ I. — Considerations generates sur les series. 

On appelle serie une suite indefinie de quantites 

Wq, U[^ U-3^, . . . 

qui derivent les unes des autres suivant une loi determinee. Ces quan- 
tites elles-memqs sent les differents termes de la serie que Ton consi- 
dere. Soit 

Sfi H- ^2 “+"••• H" 1 

la somme des n premiers termes, n designant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme 
s’approche indefiniment d’une certaine limite s, la serie sera dite con- 
vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la serie. Au 
contraire, si, tandis que n croit indefiniment, la somme s^ ne s’ap- 
proche d’aucune limite fixe, la serie sera divergente et n’aura plus de 
somme. Dans I’un et I’autre cas, le terme qui correspond a I’indice n, 
savoir sera ce qu’on nomme le terme general. 11 sutfit que I’on 
donne ce terme general en function de I’indice n, pour que la serie soil 
completement determinee. 

L’une des series les plus simples est la progression geometrique 

X, x^, x^, . . ., 

qui a pour terme general a/', c’est-a-dire la puissance de la quan- 
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tite X. Si dans cette serie on fait la somme des n premiers termes, on 
trouvera 

o , I 

+ : 

f — X I — X 

et, comme pour des valeurs croissantes de la valeur numerique de 
la fraction ^ converge vers la limite zero, ou croit an dela de toute 
limite, suivant qu’on suppose la valeur numerique de x inferieure ou 
superieure a I’unite, on doit conduce que, dans la premiere hypothese, 
la progression 

1 /y* /y»2 /*y^3 

y y tX- y tX' y • • « 

est une serie convergente qui a pour somme —7-^’ tandis que, dans la 

seconde hypothese, la meme progression est une serie divergence qui 
n’a plus de somme. 

D’aprfes les principes ci-dessus etablis, pour que la serie 

(0 ««, «t. «2. •••. «/» ««+-!, ••• 

soit convergente, il est necessaire et il suffit que des valeurs crois- 
santes de n fassent converger ind^finiment la somme 

ZZZ Uq + Wg 4- . . . H-- 

vers une limite fixe^; en d’autres termes, il est necessaire et il suffit 
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes 

different de la limite s, et par consequent entre elles, de quantites infi- 
niment petites. D’ailleurs, les differences successives entre la premiere 
somme s,i et chacune des suivantes sont respectivement determinees 
par les equations 

.5/^4- 1 ' SflZZZUf^y 


Done, pour que la serie (i) soit convergente, il est d’abord necessaire 
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que le terme general decroisse indefiniment, tandis qne n augmente ; 
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va- 

leurs croissantes de w, les differentes sommes 




c’est-a-dire les sommes des quantites 

prises, a partir de la premiere, en tel nombre que Ton voudra, finis- 
sent par obtenir constamment des valeurs numeriques inferieures a 
toute limite assignable. Reciproquement, lorsque ces diverses condi- 
tions sont remplies, la convergence de la serie est assuree. 

Prenons pour exemple la progression geometrique 

( 2 ) 

Si la valeur numerique de oc est superieure a I’unite, celle du terme 
general x'‘ croitra indefiniment avec n, et cette seule remarque suffira 
pour coiistater la divergence de la serie. La serie sera encore diver-, 
gente si Ton suppose ^ ± i, parce qu’alors la valeur numerique du 

terme general x'‘, se r6duisant a I’unite, ne decroitra pas indefiniment 
pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numerique de x 
est inferieure a I’unite, les sommes des termes de la serie pris a partir 
de ccf en tel nombre que Ton voudra, savoir : 


^71 + , 3 : 7 ” - 


I vX'" 

X 


X’^-h -f- X'^ 


: X'^ 


I — X'^ 


se trouvant toutes comprises entre les limites 
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chacune d’elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de n 
infiniment grandes; etpar suite laserie sera couYergente, ce que Ton 
savait deja. 

Prenons pour second exemple la serie numerique 


(3) 


I I I 

3’ 4’ 



« -+- 1 


Le terme general de cette serie, savoir ^ ^ , decroit indefiniment i 

mesure que n augmente, et cependant la serie n’est pas convergente ; 

car la somme faite du terme et de ceux qui le suivent jusqu’au 

terme — inclusivement, savoir 
a n 


I 

/^ *+■ 1 


I I 

h . . . H- 

n -H 2 2 n — I 


I 

5 

2 n 


reste constamment superieure, quel que soit n, au produit 



et par suite cette somme ne d6croit pas indefiniment pour des valeurs 
croissantes dew, ainsi que cela aurait lieu si la serie etait convergente. 
Ajoutons que, si Ton designe par la somme des n premiers termes 
de la s^rie (3), et par 2 '" la plus haute puissance de 2 renfermee dans 
n + I , on trouvera 



et, a fortiori, 

III I m 

f 1 — I-h — • 

2 2 2 >. 2 2 

On en conclura que la somme s„ croit indefiniment avec le nombre 
entier m, et par consequent avec n, ce qui est une nouvelle preuve 
de la divergence de la serie. 
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Considerons encore la serie numerique 


(4) 


I 

j 

I .2 


.2.3’ 


1.2.3. . .ri 


Les termes de cette serie, qui occupent un rang superieur a n, savoir 

# 

I I ■ \ 

I .2.3. . ./l’ I .2.3. . ./l(« -h ))’ I . 2.3 ...«(« + l) (/i -t- 2)’ 

seront respectivement inferieurs aux termes correspondants de la pro- 
gression g^ometrique 

t T I I 2 . 

I . 2 . 3 . . . /2 ^ I . 2 . 3 . . . /i /I ’ I . 2 . 3 . . . /i- 

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel nombre que Ton 
voudra sera toujours inferieure a la somme des termes correspondants 
de la progression geometrique, qui est une serie convergente, et a 
plus forte raison, a la somme de cette progression, c’est-a-clire a 


I 


I . 2 . 3 - . . /i I ' I . 2 . 3 . . . (/i — I ) Ai — I 

Comme cette derniere somme decroit indefiniment a mesure que n 
augmente, il en r6sulte que la serie (4) est elle-meme convergente. On 
est convenu de designer par la lettre e la somme de cette serie. En 
ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchee 
du nombre e, ' 


I I I 

I _i 1 1 

I 1.2 1.2.3 




. 2 . 3 . . . ( /i I ) ’ 


et, d’apres ce qu’on vient de dire, Terreur commise sera inferieure au 
produit du terme par Ainsi, par exemple, si Ton suppose 

« = 1 1, on trouvera pour la valeur approchee de e 

(5) e — 2,7182818. . . ; 

et I’erreur commise dans cette hypothese sera inferieure au produit 
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de la fraction o-7-e-4 — 5 par — , c’est-a-dire a — > en 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10^ 10 36288000 

sorte qu’elle n’alterera pas la septieme decimale. 

Le nombre e, determine comme on vient de le dire, sera souvent 

employe dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitesimal. 

Les logarithmes pris dans le systeme qui a ce nombre pour base s’ap- 

pellent nipiriens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, ou 

hyperboliques, parce qu’ils servent a mesurer les diverses parties de 

I’aire comprise entre I’hyperbole equilatere et ses asymptotes. 

On indique generalement la somme d’une serie convergente par la 

somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la serie 

^ 3 , ... 

est convergente, la somme de cette serie est representee par 

Uq + Wj “h Wg -1- -4- . . . . 


En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera deter- 
minee par I’equation 


( 6 ) 



I 

I .2 


r 

770 


I . 2 . 3 . 4 


et, si Ton considere la progression geometrique 

I, Xy 

on aura, pour des valeurs numeriques de x infdrieures a I’unite, 

( 7 ) I + .T -f- 4- . . . ~ ^ • 

La s6rie 

Wj, U^y W3, . . 

etant supposee convergente, si Ton dAsigne sa somme par s, et par 
la somme de ses n premiers termes, on trouvera 

S n: Uq -4- 4 - . -4- Ufi^i 4 - 4 ” Un^x 4" ... .9^ 4 “ Un 4 ~ It n+-i ■+"• •• 

et, par suite, 

* S $11 Hji 4~ Ufi^x 4“ . . • • 


120 


GOURS D’ANALYSE. 


De cette derniere equation, il resulte que les quantites 

formeront une nouvelle serie convergente clont la soname sera equiva- 
lente a ^ Si Ton represente cette meme somme par on aura 

5 ~ 5,2 4 - ; 

et sera ce qu’on appelle le reste de la serie (i) a partir du 
„ieiue terme. 

Lorsque, les termes de la serie (i) renfermant une meme variable x, 
cette serie est convergente, et ses differents termes fonctions conti- 
nues de X, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribuee a 
cette variable, 

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la premiere est evi- 
demment continue par rapport a x dans le voisinage de la valeur par- 
ticuliere dont il s’agit. Cela pose, considerons les accroissements que 
reeoiventces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre x d’une quantite 
infiniment petite a. L’accroissement de sera, pour toutes les valeurs 
possibles de n, une quantite infiniment petite; et celui de deviendra 
insensible en meme temps que r„, si Ton attribue a n une valeur tres 
considerable. Par suite, Faccroissement de la function s ne pourra 
etre qu’une quantite infiniment petite. De cette remarque on deduit 
immediatement la proposition suivante : 

TuEORfeME I. Lorsque les differents termes de la serie (t) sont des 
fonctions d' une mime variable x, continues par rapport a cette variable 
dans le voisinage d' une valeur particuliire pour laquelle la sirie est con- 
{^ergente, la somme s de la sene est aussi, dans le voisinage de cette valeur 
particuliire, fonction continue de x. 

En vertu de ce theoreme, la somme de la serie (2) devra rester 
fonction continue de la variable. 07, entre les limites ^ = — i, = 1; 
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ce qu’on peut verifier a Tinspection de la valeur de s donnee par 
I’equation 

I 

I — O! 

§ II. — De$ sdries dont tons ks termes sont positifs. 

Lorsque la serie 

(^) ^ If ^^25 • • •> ^tlf ... 

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement decider si elle est 
convergente ou divergente, a I’aide du theorfeme suivant : 

TuEORfcME I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

1 

tandis que n eroit indefinimenl, V expression {u„,y , el designez par k la 
plus grande de ces limites, on, en d’autres termes, la limite des plus 
grandes valeurs de I’ expression dont il s’agit. La sirie (i) sera conver- 
gente si Von ak<V^\, et divergente si Von ak'^i. 

Ddmonstration. — Supposons d’abord i, et choisissons a volonte 
entre les deux nombres i et ^ un troisibme nombre U, en sorte qu’on 
ait 

n venant a croitre au dela de toute limite assignable, les plus grandes 
1 

valeurs de ne pourront s’approcher indefiniment de la limite k, 
sans flnir par etre constamment inferieures k U. Par suite, il sera pos- 
sible d’attribuer au nombre entier n une valeur assez considerable 
pour que, n obtenant cette meme valeur ou une valeur plus grande 
encore, on ait constamment 

1 

(«)'”< U, 

Il en resulte que les termes de la serie 

Uf,, Mj, Wg, • • • * . 
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fmirontpar etre toujours inferieurs aux termes correspondants de la 
progression geometrique 


et, comme cette progression est convergcnte (a cause dc U -< i), on 
peut, de la remarque precedente, conclure a fortiori \a convergence 
de la serie (i). 

Supposons; en second lieu, et plagons encore entre les deux 

nombres i et^ un troisieme nombre U, en sorte qu’on ait 


ou, ce qui revient au menie, a la suivante 


par des valeurs de n aussi considerables que Ton voudra; etpar suite, 
on trouvera dans la serie 




un nombre indefini de termes superieurs^aux termes correspondants 
de la progression geometrique 


Comme cette progression est divergente (a cause de U i), et qu en 
consequence ses differents termes croissent a I’infini, la remarque 
que Ton vient de faire sufflra pour etablir la divergence de la serie. ( i ). 

Dans un grand nombre de circonstances, on peut determiner la 
valeur de la quantite k a I’aide du theor^me IV (Chap. II, § III)- Kn 
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cffet, en vertu de ce theoreme, toutes les fois que le rapport ^ con- 

vergera vers une limite fixe, cette limite sera precisement la valeur 
de li. On pent done enoncer la proposition suivante : 

Tn^ORiiME II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 

Ihl 

converge vers une limite Jixek, la serie(^i') sera convergente toutes les fois 
(jue I’ on aura k<C,\,et diver gente toutes les fois que I’ on aura kf>\. 

Concevons, par exemple, que Ton considere la serie 

, i. ‘ J ' 

’ i’ 1 . 2 ’ 1.273’ ■■■’ 7:rr.7T«’ 

on trouvera 

_ I . 2 . I ^ _ I _ 

11 f, 1 . 2 . 3 . ../2^/i — 1— I ^ /i I CO ^ 

et par consequent la serie sera convergente, ce que Ton savait d6ja. 

Le premier des deux th^orfemes qu’on vient d’etablir ne laisse d’in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie dont tons 
les termes sont positifs, que dans le cas particulier ou la quantite 
represent^e par k devient 6gale a I’unit^. Dans ce cas particulier, il 
n’est pas toujours facile de d4cider la question. Toutefois, nous allons 
demontrer ici deux nouvelles propositions a I’aide desquelles on peut 
souvent y parvenir. 

XinfiORfeME III. — Lorsque, dans la sdrie (i), chaque terme est infirieur 
a celui qui le precede, cette serie et la suivante 

(2) U ^, 2t<i, 4 m8, 8«,, i6mis, ... 

sont en mime tenqps convergmtes ou divergentes. 

Dimonstraiion. — Supposons d’abord la serie (i) convergente, et 
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desienons sa soinme par s. On aura 


Uq Wqj 

2 Uiy 


4 Ms < 2 M 2 + 2113, 

8 M, < 2 ^^4 H- 2 Ms + 2 Ma + 2 M 7 , 


et par suite la somme des termes de la serie (2), pris en tel nombre 
que Ton voudra, sera inferieure a 

Uq -H 2 III •+• 2 W2 -+* 2 Wg -f- 2 W4 -h . . . — 2 5 Wq* 


II cn resulte que la serie (2) sera convergente. 

Supposons, en second lieu, la serie (i) divergente. La somme de 
ses termes, pris en tres grand nombre, finira par surpasser toute limite 
assignable; et, comme on aura 


Uq UQy 

2 Ux> U 29 
4 M3 !!> M3 4- M4 4- Mg 4 - Mg, 

8 m 7 > M 74 - Mg 4- Mg 4“ Mio 4-' Mil 4- ^^iH 



on devra conclure que la somme des quantiles 

Mq, 2 Ml, 4^3> 8 M 7 , • • •> 

prises en trfes grand nombre, finit elle-meme par devenir superieure ii 
toute quantile donnee. La serie (2) sera done alors divergente, con- 
formement au tlieoreme enonce. 


Corollaire. — Si pour la serie (i) on prend la suivante 


p. designantune quantite quelconque, la serie (2) deviendra 
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Cette derniere est une progression geometrique, convergente lors- 
qu’on suppose p.>i, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 
la serie (3) sera elle-mme convergente si p. est.un nombre superieur 


a I’unite, et divergente si Ton a p. 


trois series 



(4) 

r 

I 

3^’ 

(5) 

I 

I 

3’ 

(6) 

I 

I 

”T> 


2^ 

3" 


= i ou Par exemple, des 


I 



4 ^ 


la premiere sera convergente et les deux autres divergentes. 


XiiiiORfeME IV. — Supposons que Von ddsigne par L la caracteristique des 
logarithmes dans un systeme quelconque, et que, pour des valeurs crois- 
santes den, le rapport 


L(«») 



converge vers une limite finie h. La serie (i) sera convergente si I’ on a 
h'^i, et divergente si I’dn a A <; j . 

Demonstration. — Supposons d’abord A^i, et choisissons a volonte 
entre les deux quantit6s i et h une troisieme quantity a, en sorte qu’on 
ait 

A > a > I . 

Le rapport ou son 6gal 

L(rt) 

finira par etre, pour de trfes grandes valeurs de n, constamment supe- 
rieur a la quantite a. En d’autres termes, n venant a croitre au delk 
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d’une certaine limite, on aura toujours 


revient au meme 


II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre constain 
ment inferieurs aux termes correspondants de la suivante 


et, comme cette dernifere sera convergente (a cause de on 

pourra de la remarque precedente conclure a fortiori la convergence de 
la serie (i). 

Supposons, en second lieu, A< i, et plagons encore entre les quan- 
tites I et h une troisieme quantite a, en sorte qu’on ait 


On finira par avoir constamment, pour de tres grandes valeurs de n 


ou, ce qui revient au meme 


et, par suite 


II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre constain- 
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ment superieurs aux termes correspondants de la suivante 


ot, comme cette derniere sera divergente (a cause de a< i), on pourra 
de la remarque qu’on vient de faire conclure a fortiori la divergence 
de la serie (i). 

Etant donnees deux series convergentes dont tous les termes sont 
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces memes termes, former 
Une nouvelle serie dont la somme resulte de I’addition ou de la multi- 
plication des sommes des deux premieres. Nous etablirons a ce sujet 
les deux theoremes suivants : 

TuEORitME V. — Soient 


i W|, f/gj . . lln<i • • •, 

( 7 ) 

( ^0» • • • , 

deux senes comergenies, gui, uniquement composees de termes positifs, 
aient respectwement pour sommes s et s' : 

(^) ^^0"+" ♦'’/zV ••• 

sera une nomelle serie comergente, qui aura pour somme s + /. 
Demonstration. — Si Ton fait 

,9^ zr -f- Wj -|~ -j- . . . -j- j 

. 9 '^ zr 4~ 4- ^2 * 4- ^n~u 

s„ ety'; convergeront respectivement, pour des valeurscroissantes de n, 
vers les limites s et s' . Par suite, c’est-a-dire la somme des 

n premiers termes de la s6rie (8), convergera vers la limite s -\~ s', ce 
qui sufEt pour 6tablir le theor^me enonc4i. 

TmtonftME VI. — Les mimes choses etant posees que dans le theoreme 
precedent, 

, , ( Moeo, Mif'e, Mie,-+- Mjf'o, 

(9) 

( * • • » Uti . • . + (^1 4- Ufi i’o, ... 

sera une nomelle sirie con^ergente, qui aura pour somme ss . 



111. — Des sdries qui renferment des termes positifs 
et des termes negatifs. 


Supposons que la serie 


compose de termes, tan tot positifs, tantot negatifs, et soient respec- 

n m Ok n 


tivement 
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Demonstration. — Soient toujours s„, s'^ les sommes des n premiers 
termes des deux series ( 7 ), et designons en outre par ^ la sommc des 
n premiers termes de la serie ( 9 ). Si Ton represente par m le plus 
grand nombre entier compris dans — c’est-a-dire — - — lorsque n 
est impair, et dans le cas contraire, on aura evidemment 

W'oCo + (Mo Cl -t- £<1 Co) -t- . . . -t- (Mo c,t_i -+- III I’li-i +••.-!- Un-i Cl 4- ?£«— i Co) 

<(££0+ ££1 + .- ££«-i ) ( t’o H- <’1 + . . . -h (’rt_i) 

et 

> ( ££o+ ££i + . . . -t- ££m) ( Co + C, H- . . . -1- 


ou, en d’autres termes, 


et 5/, 1 4-1 


Concevons maintenant que Ton fasse croitre n au dela de toute limite. 
Le nombre 

ii i-t-.i 


croitra lui-meme indefiniment, et les deux sommes s^, s,n+, convergc- 
ront vers la limite s, tandis que s',, et convergeront vers la limito s'. 
Par suite, les deux produits s„s',^, et la somme comprise 

entre ces deux produits convergeront vers la limite ss', ce qui sulfit 
pour etablir le theorfeme VI. 
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les valeurs niimeriques de ces memes termes, en sorte qu’on ait 

— ±P(1, </i = zbpi, Ui — ±p,, U^ — ±pn, 

La valeur numerique de la somme 

■+• Wj + Mg -f- . , . -f- f^n-l 

ne pouvant jamais surpasser 

P0+P1+ p 2 + - • - -+*Pn-li 

il en resulte quc la convergence de la serie (2) entrainera toujours 
celle de la serie (i). On doit ajouter que la serie (]) sera divergente, si 
quelques termes de la serie (2) finissent par croitre an dela de toute 

limite assignable. Ce dernier cas 'se presente lorsque les plus grandes 

1 

valeurs de (p„)" convergent, pour des valeurs croissantes de n, vers 
line limite superieure a I’unite. Au contraire, lorsque cette limite 
devient inferieure a I’unite, la serie (2) est toujours convergente. On 
pout, en consequence, enoncer le theoreme suivant : 

TnEOafeME I. -- Soil la valeur numerique du terme general de la 
serie (i), et ddsignons par k la limite vers laquelle convergent, tandis 

que n croit inddfiniment, les plus grandes valeurs de V expression (p«)". 
La serie (i) sera convergente si I’ on a k<C, 1, e^t divergente si Von a 
k'^i. 

Lorsque la fraction c’est-a-dire la valeur numerique du rapport 
convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 
th^reme IV (Chap. II, § III), la valeur cherchee de k. Cette remarque 
conduit a la proposition que je vais ecrire : 

TheorSime II. ~ Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume- 
rique du rapport 

comerge vers une limite fixe la serie (i) sera comer gente toutes lesfois 
que I on aura k<^i 9 et dicer gente toutes les fois que I on aura k^ \* 
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Par exemple, si I’ozi considere la serie 


on trouvera 


'rt-M 


d’ou il resulte que la serie sera convergente. 

Le premier des deux theoremes qu’on vient d’etablir ne laisse d’in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie que dans le 
cas particulier ou la quantite representee par k devient egale a I’unite. 
Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence 
de la serie proposee, soit en s’assurant que les valours numeriques de 
ses dift'erents termes torment une serie convergente, soiten ayantegard 
au theor&me suivant : 

XHfeORfeME III. — Si dans la serie (i) la valeur numeriqm du lerme 
general decrott constamment el indejiniment, pour des valeurs crois- 
santes de n, si de plus les differents termes sont alternativemenl positifs el 
ndgati/s, la serie sera convergente. 

Considerons, par exemple, la serie 


La somme des termes dont le 
nombre egal a m, sera 


suppose pris 


Or la valeur numerique de cette somme, savoir 
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fl + I 


et 


/^ -hi 


decroitra indefiiiiment pour des valeurs croissantes de n, quel que 
soit m, ce qui suffit pour etablir la convergence de la serie proposee. 
Les memes raisonnements peuvent evidemment s’appliquer a toutes les 
series de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante 


( 4 ) 




H- 






laquelle, en vertu du theoreme III, restera convergente pour toutes les 
valeurs positives de p.. 

Si dans la serie (4) on supprime le signe — devant chacun des termes 
de rang pair, on obtiendra la serie (3) du § II, qui est divergente toutes 
les lois que Ton suppose p = i ou p <[ i- Par suite, pour transformer 
une serie convergente en serie divergente, ou reciproquement, il suffit 
quelquefois de changer les .signes de certains termes. Au reste, cette 
remarque est uniquement applicable aux series pour lesquelles la 
quantite designee par k dans le theorfeme II se reduit a I’unite. 

Etant doniiee une serie convergente dont tous les termes sontposi- 
tifs, on ne pent qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs 
numeriques de ces memes termes, etchangeantles signes de quelques- 
uns. II est bon d’observer qu’on produira ce double effet si Ton mul- 
tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette observation 
suffit pour etablir la proposition suivante ; 

Theoreme IV. — Lorsque la sdrie 


( 3 ) 


po? pl>, p2> 


uniquement formee de termes positifs, est convergente, chacune des sui- 
mntes 

( PoCOS^oi piCOS^i, P2COS02, ..M PnCOsO,,, 

( poSiu^o? Pi p2Sin02f ... 


(^) 
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rest pareillement, qiielles que soienl les valeurs des arcs 0o, 9, , 0 


Si Ton suppose generalement 


Corollaire. 


9 designant un arc quelconque, les series (5) deviendront respocti- 
vement 

^ Po, p,COS 0 , P2COS26, pnCOSnd, 

I piSinS, paSinaS, p„-sin«0, .... 

Ces deux dernieres seront done toujours convergentes en meme temps 
que la serie ( 2 ). 

Si Ton considfere a la fois deux series dont chacune renferme des 
termes positifs et des termes negatifs, on demontrera facilement a lour 
egard les th6oriimes V et VI du § 11, ainsi qu’on va le voir. 

TufeORtME V. — Soient 


deux series convergentes qui aient respeclivement pour sommes s et s 


sera une nouvelle sdrie convergente, qui aura pour somme f- s 
Demonstration. — Si Ton fait 




Sn et convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes 
de n, vers les limites s et s' . Par suite, .v'^, e’est-a-dire la somme 
des n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite + , 
ce qui suffit pour 6tablir le theoreme enonce. 

Theor^me VI. — Les mimes choses etant posies que dans le theoreme 
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precedent, si chacune des series (7) reste comer gente, lorsquon reduit 
ses differents termes a leurs valeurs numeriques, 

Uo (’ 0 , 


^^0 ^n-l + . . . -1- (’j -4- Ufi (’ 0 , 


sera une nomelle serie comer gente, qui aura pour somme ss' . 

Demonstration. — Soient toujours s^, s\, les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par s\ la somme des 
n premiers termes de la serie (9). On trouvera 

^>v'''n — — “n-l ‘’n-1 (“n-1 ‘’n-a •*" ) + •■• 

+ H- . . • + Ma *’n- 2 + ^ 1 '’re-1 )■ 

De plus, le theorfeme VI ayant ete demontre dans le second paragraphe 
pour le cas oil les series (7) ne renferment que des termes positifs, il 
en resulte que, dans cette hypothese, chacune des quantites s',^ 
converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ss', et par 
suite la difference s„s',^ — i', ou, ce qui revient au meme, la somme 

Un—i '’n — 1 + ( U,i—i ^n—i "+■ a'^n— 1 )+••• 

-|-Mn-2'’2 • .-t- «'2'’re-2+ Ml Vk-i), 

vers la limite zero. 

Concevons maintenant que, les termes des series (7) etant les uns 
positifs et les autres negatifs, on designe respectivement par 

( Po> pi. Pa, • • - , pre, • • •> 

(' 0 ) , 1 

( Po? Pl» p2> • ‘ r/t> 

les valeurs numeriques de ces differents termes. Supposons de plus, 
conformernent k I’enonc^ du theoreme, que les series (10), composees 
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de ces memes valeurs numeriques, soient toutes deux convergcntes 
En vertu de la remarque qu’on vient de faire, la somme 


— I “H (Prt — l 2 P/i— 2Prt — 1 ) ~l“ • ■ 

■+■ (p«-iPi -t- P/i-aPi + • . 


convergera, pour ties valeurs croissantes de n, vers la limite zero; et, 
comme la valeur numerique de cette somme sera evidemment supe- 
rieure a celle de la suivante 


1 “H ( “H — i) +. . . 

+ ( <<„_2C2 4 -. • . Hi i’n-l), 


il en resulte que cette derniere ou, ce qui revient au meme, la dilTe- 
rence convergera elle-meme vers la limite zero. Par suite, 5/, 

qui est la limite du produit s„s',„ sera encore celle de .y". En d’autres 
termes, la serie (9) sera convergente et aura pour somme le pro- 
duit ss' . 

Scolie. — Le theoreme precedent pourrait ne plus subsister si les 
series (7), supposees convergentes, cessaient de I’etre apres la reduc- 
tion de cliaque terme a sa valeur numerique. Goncevons, par exemple, 
que pour chacunc des series (7) on prenne la suivante 


La s 4 rie (9) deviendra 
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Cette (lerniere est divergente, car son terme general, savoir 


+ ■77 


Hh 


Y/t \/'(n~i)2 \/'{n~2)'i 

a une valeur numerique evidemment superieure a 


\/2(n~i) sj nj 


lorsque n est pair, et a 


n 

n , 

! a \' 

- 

- -HI 

2 ' 

V2 )\ 


n 


[mi 


2 n 

ft -H I 


J35 


lorsque n est impair, c’est-a-dire, dans tons' les cas possibles, une 
valeur numerique superieure a I’unite. Cependant la serie (ii) est 
convergente. Mais on doit observer qu’elle cesse de I’etre lorsqu’on 
reduit chaque terme a sa valeur numerique, puisqu’elle se change 
alors en la serie (6) du § II. 


§ IV. 
Soit 


(0 


Des series ordonnies sidvant les puissances ascendantes 
et enlieres d’une variable. 


UQf y f . . . 


une serie ordonn^e suivant les puissances entieres et ascendantes de 
la variable x, 


( 2 ) 


<Xo> 


designant des coefficients constants positifs ou negatifs. Soit de plus 
A ce que devient pour la serie ( 2 ) la quantity k du paragraphe prece- 
dent (woiVle § III, theoreme II). La m^me quantity, calculee pour la 
serie (i), sera ^quivalente a la valeur numerique du pi*oduit 
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Par suite, la serie (i) sera convergente si cette valeur numerique 
est inferieure a I’unite, c’est-a-dire, en d’autres termes, si la valeur 
numerique de la variable x est inferieure a Au contraire, la 
serie (i) sera divergente si la valeur numerique de x surpasse ~ 
On pent done enoncer la proposition suivante : 

XnEORfiME I. — Soil A la limite vers laquelle converge, pour des valeurs 
croissantes de n, la racine des plus grandes valeurs numeriques 

de a.. . La serie f i ) sera convereente pour toutes les valeurs de x com- 


et divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des mimes limites. 

Lorsque la valeur numerique du rapport converge vers une 
limite fixe, cette limite est (en vertu du theoreme IV, Chap. II, § III) 
la valeur cherchee de A. Cette remarque conduit a une nouvelle pro- 
position que je vais ecrire : 

Theoreme II . — Si, pour des raleurs croissantes de n, la valeur nume- 
rique du rapport 


cowerge vers la limite A, la serie (i) sera comer gente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites 


et divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des mSmes limites, 
Corollaire L — Prenons pour exemple la serie 
(3) I, 

Comme on trouvera dans cette hypothese 
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et, par suite. 


A = i, 


on en conclura que la serie (3) est convergente pour toutes les valeurs 
de X renfermees entre les limites 


X ; 


I, 

et divergente pour les valeurs de x situees hors de ces limites. 
Corollaire II. — Prenons pour second exemple la serie 


(4) 




X'^ 

y 




dans laquelle le terme constant est cense reduit a zero. On trouvera 
dans cette hypothfese 


rt -t- 1 I 1 
n 


et, par suite, A = i. La serie (4) sera done encore convergente ou 
divergente, suivant que la valeur numerique de x sera inferieure ou 
superieure a I’unite. 

Corollaire III. — Si pour la serie (i) on prend la suivante 


(5) e-. 


1.2.3.../?. / 


jx designant une quantile quelconque, on trouvera 


et, par suite, 


Cln+l 

an /2 H- I 


I-+- ■ 


a I 

I—-- I 

, n. 00 

A = lim = = I- 

I I 

I -b - ^ ' I -h - 
n 00 


On en conclura que la s6rie (S^est, comme les series (3) et (4)» Gon-^ 


OMrivres de C., S. IJ, t. III. 


i8 
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vergente ou divergente, suivant que Ton attribue a la variable x uno 
valeur numerique inferieure ou superieure a I’linite. 

CoroUaire IV. — Considerons encore la serie 


Comme on aura dans ce cas 


et, par suite 


on en conclura que la serie est conyergente entre les limites 


c’est-a-dire pour toutes les valeurs reelles possibles de la variable x 
CoroUaire V. — Considerons enfin la serie 


En lui appliquant le theoreme II, on trouvera 


et Ton aura par suite 


On en conclura que la s6rie (7) est toujours divergente, cxcopte 
lorsqu’on suppose a; = o, auquel cas elle sc reduit a son premier 
terme i. 

En examinant les resultats qu’on vient d’obtonir, on reconnait 
immediatement que, parmi les series ordonnees suivant les puis- 
sances ascendantes et entieres de la variable x, les unes sent tantdl 
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convergentes, tantot divergentes, selon la valeur attribuee a cetto 
variable, tandis que d’autres restent toujours convergentes, quel que 
soit X, et d’autres toujours divergentes, excepte pour a; = o. On peut 
ajouter que le theoreme I ne laisse d’incertitude sur la convergence 
d’une semblable serie que dans le cas oil la valeur numerique de x 
devient egale a la constante positive representee par c’est-a-dire 
lorsqu’on suppose 



Dans ce cas particulier, la serie est tantot convergente, tantot diver- 
gente, et la convergence depend quelquefois du signe de la variable x. 
Par exemple, si dans la serie (4), pour laquelle A = r, on faitsucces- 
sivement 

a;=:i, I, 

on obtiendra les deux suivantes 

( 8 ) I, 

( 9 ) -'>• + 5 ’ •••> 

dont la premiere est divergente {voir dans le § II le corollaire du theo- 
reme MI) et la seconde convergente, ainsi que cela resulte du theo- 
rbme III (§ III). 

II est encore essentiel de remarquer que, par suite du theoreme 1, 
lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et en- 
tieres d’une variable x sera convergente pour une valeur numerique 
de X differente de zero, elle restera convergente, si I’on vient a dimi- 
nuer cette valeur numerique ou m6me h la faire d^croitre indefini- 
ment. 

Lorsque deux series ordonn^es suivant les puissances ascendantes 
et entibres de la variable x sont convergentes pour une meme valeur 
de la variable, on peut leur appliquer les theoremes V et VI du ^ III. 
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Cette remarque sufRt pour etablir les deux propositions que je vais 
enoncer 


Theor^me III. — Supposons que les deux series 


elant a la fois convergentes, lorsquon attribue a la variable x urie cer- 
taine valeur, aient alors pour sommes respectives s et s' , 


sera, dans le mime cas, une nouvelle serie convergente, qui aura pour 
somme s s'. 


Corollaire. — On etendra facilement ce theoreme a tant de series 
que Ton voudra. Par exemple, si les trois series 


sont convergentes pour une meme valeur attribuee a la variable x, et 
que I’on designe par s, s', s" leurs sommes respectives, 


sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme s + /-t- s'' 

lHE0Rt:ME IV. — Les mimes choses etant posies que dans le tliioremt 
precedent, si de plus chacune des series (lo) reste convergente, lorsqiioi 
reduit ses diffirents termes a leurs valeurs numiriques. 


sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss‘ 
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Corollairel. — Le theoreme precedent se trouve compris dans la 
formule 


(.3) 


ciiX + . . .) biX b,^x^ + . . .) 


qui subsiste dans le cas oii chacune des series (lo) reste convergente 
lors meme qu’on reduit ses differents termes a leurs valeurs nume- 
riques, et qui sert a developper dans cette hypothese le produit des 
sommes des deux series en une nouvelle serie de meme forme. 

Corollaire II. — En repetant plusieurs fois de suite I’operation indi- 
quee par I’equation (i3), on pourrait multiplier entre elles les 
sommes de trois ou d’un plus grand nombre de series semblables aux 
series (lo), et dont chacune resterait convergente apres la reduction 
de ses differents termes a leurs valeurs numeriques. Le produit obtenu 
serait la somme d’une nouvelle serie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes et entieres de la variable x. 

I 

Corollaire III. — Si dans les deux corollaires precedents on suppose 
que toutes les series dont on multiplieles sommes deviennentegales, 
on obtiendra pour produit une puissance entibre de la somme de cha- 
cune d’elles, et cette puissance se trouvera encore representee par la 
somme d’une serie du meme genre. Par exemple, si dans I’equa- 
tion (t3) on faita(,=: /?o, a^ = b^, a^=. b^, . . . ^ oh. en tirera 

(i4) a^x . . .y=i -h -4- 


Corollaire IV. — Si Ton prend pour termes generaux des series (lo) 


et 


— 3)...(fX-« 4-1) 

1.2.3. . .« 

;i'(fA'-i)(p'-2)...(fx'-Ai4-i) 

1.2.3. . .rt ’ 


p., p.' designant deux quantites quelconques, et la variable x etant 
renfermee entre les limites x — i,x= i, chacune des series (lo) 
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restera convergente, meme lorsqu’on reduira ses different^ termes. a 
leurs valeurs numeriqucs, et Je terme general de la serie (12) de- 
viendra 

| X|UL — — /t + i) — ^ 

L 1.2,3. ../i ■ I.2.3...(/^ — l) 1 ‘‘‘ 


I 


1 . 2 . 3 . . , ( — 1 ) 


1.2.3... 


// 


I . 2 . 3 . . . /^ 

Celapose, si Ton appelleip([x) la soxnme de la premiere des series (10) 
dans rhypothfese que Ton vient de faire, c’est-a-dire, si Ton pose , 


(i 5 ) 


(p ( [ji ) ^ I + 1^ a; -h 1-^ - 


j .2 


les sommes des series (10) et(i2) seront respectivement designees, 
dans la m^me hypothfese', par cp(p.), cp([J.') et ^(p. h- p.'); en sorto que 
I’equation (i 3 ) deviendra 

(16) <p(fi) 9 (p.') = 9 (fA + ti'). 

Lorsque dans I’equation (i 3 ) on remplace la somme de la serie 

... 

par un polynome compose d’un nombre fini de termes, on obtient une 
formule qui ne cesse jamais d’etre exacte, tant que la serie 

rto, aiX\ 

demeure convergente. C’estce que nous allons prouver direetement, 
en etablissant le tlieoreme qui suit : 

Theorii:me V. — Si, la serie (i) etant comer genie y on mulliplie la 
somme de cette serie par le polynome 

(17) kx^ -h q, 

dans leqiiel m designe un nombre entier, on obtiendra pour produil la 
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sornme d'une noimlle serie comergente de mime forme, dont le terme 
general sera 

poiirm qiie Von considere comma nulles dans les premiers termes celles 
des quantiles 

qui se troweront affectees d’indices negatifs : en d’autres termes, on 
aura 


(i8) 


{ kx"'-\- lx'"--' H- . . .-hpx H- q) (ao + a^x a,_x- + . . .) 

~qaa+ {qai,-{-pa^)x -ir-..-\-{qa,n + pa,„-i + . . . + la^-+- kao)x"^ 

-f- 

H- ( -t- pa„,^ 1 + ... -1- lan—m-¥^ + + . . . • 


Demonstration. — Pour multiplier la somme de la serie (i) par le 
polynome (17), il sufBra de la multiplier successivement par les diffe- 
rents termes de ce polynome. On aura done 

(kx"^ H- Lx'"--' px q){a!,-^ a^x ajaj--i- . . .) 

^7 ( ^0 ct^x ct% x^ + • • • ) pso ( do ctiX H— a.^ x^ . . . ) 

4 - 

4- /d?™-' (ao-t- a^x-\- aja;“4-. . .) + kx’”{a^->r UiX + a^x^-h...). 

Comme on a de plus, pour des valeurs entieres quelconques de n, 

q a^x + aiX^ + . . an-iX"-') 

z=:qa^-\-qaiX-\-qaiX^ + .. . + qan-\X''-^, 

on en conclura, en faisant croitre n indeflniment, et passant aux 
limites, 

17 4- a^x ~ yao4- qa^ x 4- qa^x^-k - .... 

On trouvera de meme 

px{a^ Ar dxX -v- a^x^ + . ~ pa^x pa\X^ pa^x^ . . . , 


kx»^{q^A~ aii» 4-a2a;2 4-. . .) 4- /ta, jj'”'+-'4- kaiX”'-*^-A- . . . 
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Si Ton ajoute ces dernieres equations, et qu’en formant la somme des 
seconds membres on reunisse les coefficients des puissances sem- 
blables de la variable cc, on obtiendra precisement la formule (i8). 

Concevons maintenant que dans la serie (i) on fasse varier la valeur 
de a; par degres insensibles. Tant que la serie restera convergente, 
c’est-a-dire tant que la valeur de cc demeurera comprise entre les 
limites 


I 

A’ 


I 


la somme de la serie sera (en vertu du tlieoreme I, § I) une fonction 
continue de la variable x. Soit 9 ( 3 ?) cette fonction continue. L’equa- 
tion 

(fix) a^x . ■ 

subsistera pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 
— 4- ce que nous indiquerons en ecrivant ces limites a cote 

de la serie, comme on le voit ici : 


( 19 ) cfi{x)=ao-haiX-{-aiX-- 


I I 

X = — x=r+ — 

A A 


Lorsque la serie est supposee connue, on pent quelquefois en 
deduire la valeur de la fonction ^(x) sous forme finie, et c’estla cc 
qu’on appelle sommer la serie. Mais le plus souvent la fonction ©(a:) 
est donnee, et Ton se propose de revenir de cette fonction a la serie, 
ou, en d’autres termes, de developper la fonction en serie convergente 
ordorin^e suivant les puissances ascendantes et entieres de la va- 
riable X. II est facile d’etablir a ce sujet la proposition que je vais 
enoncer : 

Theoreme VI. — Une fonction continue de la variable x ne peat 6lre 
ddceloppee que d’ une seule maniere en serie convergente ordonnde suivant 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. 

Demonstration. — En elfet, supposons qu’on ait developpe par deux 
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methodes diflferentes la fonction (p(a;), et soient 

«(,, a, a;, 

bo, b,ic, b^x^, b^x"^, ... 

les deux developpements, c’est-a-dire deux series dont chacune, etant 
convergente pour des valeurs deicdifferentes de zero, ait pour sorume, 
tant qu’elle demeure convergente, la fonction f(x). Ces deux series 
etant constamment convergentes pour de tres petites valeurs nume- 
riques de x, on aura, pour de semblables valeurs, 

ao-+- a^x 4- a^x^-i~. . 6,,+ b^x + b^x^-h - ... 

Comme, en faisant evanouir x, on tire de I’equation precedente 

Xo — bo, 

il en resulte qu’on peut la reduire generalement a 

a^x -i- a^x^-h . . .= biX + biX^-h. . . 

ou, ce qui revient au meme, a 

x{ai + aiX+ . . .) =x{bi+ b.:)X 

Si Ton multiplie par ^ les deux membres de cette derniere equation, 
on obtiendra la suivante 

a, 4- <*2^; H- . . . = 6, 4 b^x + . . ., 

qui devra encore subsister pour de trfes petites valeurs num^riques de 
la variable x, et dedaquelle on conclura, en posant x — o, 

ay=b,. 

En continuant demfime, on ferait voir que les constantes a#, a,, ••• 

sont respectivement egales aux constantes 5„, 6,, b^, ..., d’oii il suit 
que les deux developpements de la fonction (p(ic) sont identiques. 

Le Calcul differentiel fournit des methodes trfes exp^ditives pour 
developper les fonctions en series. Nous exposerons plus tard ces 

OEut>res de C, — S. 11, t. III. ^9 


14.6 


COURS D’ANALYSE. 


methodes, et nous nous bornerons pour I’instant a faire connaitre, 
avec le developpement de lafonction (i + xy, dans laquelle [j. designs 
une quantile quelconque, deux autres developpements que Ton ramene 
facilement au premier, savoir, ceux des fonctions 

A® et L(i-i-d?), 

Adesignant une constante positive, et L la caracteristique des loga- 
rithmes dans un systeme clioisi a volonte. En consequence, nous aliens 
resoudre Fun apres I’autre les trois problemes qui suivent : 

ProblSme I. — Developper, lorsque cela se peut, lafonction 

(i -4- 

en sirie convergente ordonnee suimnt les puissances ascendantes el 
entiires de la variable x. 

Solution. — Si d’abord on suppose [x = m, m designant un nombre 
entier quelconque, on aura, par la formule de Newton, 

, ni rn(m — i) , 

.27-1 

^ I 1.2 

La serie dont la somme constitue le second membre de cette formule 
est toujours composee d’un nombre fini de termes; mais, si Ton y 
remplace le nombre entier m par une quantile quelconque [x, la nou- 
velle serie que Ton obtiendra, savoir 


( 5 ) 


1 ' ’ 1.2 


se trouvera composee en general d’un nombre indefini de termes, et 
sera convergente seulement pour des valeurs numeriques de x inte- 
rieures a I’unite. Soit, dans cette hypothese, ^([x) la somme de la nou- 
velle serie, en sorte qu’on ait 


(i5) 9 (F-) = I + ^ a? + a:' 


0 


En vertu du tlieoreme I (§ I), tpCp-) sera fonction continue de la va- 
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riable p. entre des limites quelconques de cette variable, et Ton aura 
(wiVle theoreme III, corollaire IV) 

(i6) cp(fx)cp(fx') — <p(fi-hfi'). 

Cette derniere equation etant entierement semblable a I’equation (2) 
du Chapitre V (§ I) se resoudra de la meme maniere, et Ton en con- 
clura 

9 (P) = [9(0?= (i + «)**• . 

Lavaleur de <p([a) etant ainsi determinee, si on la substitue dans la 
formule (i 5 ), on trouvera, pour toutes les valeurs de a; comprises entre 
les limites a? = — i , a; = + 1 , 


(20) (l -h a:)I*= I + + 


P(P— ■) , 


1.2 


(a;=:— I, a; = H- i). 


Lorsque la valeur numerique de a; devient superieure a I’unite, la 
serie ( 5 ), n’etant plus convergente, cesse d’ avoir une somme, en sorte 
que I’equation (20) ne subsiste plus. Dans la meme hypothfese, il 
devient impossible, ainsi qu’on le prouvera plus tard a I’aide du Calcul 
infinitesimal, de developper la fonction (i -)-a:)i^ en serie convergente 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entibres de la va- 
riable ai. 

Corollaire 1 . — Si dans I’equation (20) on remplace p. par ^ eta; par 
aa;, a designant une quantite infinim«ent petite, on aura, pour toutes le« 
valeurs de aa; renfermees entre les limites — t, + 1 , ou, ce qui revient 
au meme, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 


I 

“ 5 

a 


(i -!- ax)°^=: i-j- - + —{1 — a) 4 - 

I 1 . 




1 . 2.3 


(1 — a) (i — 2 a) H~ . . , 


I I \ 

• - , it? — 4- - I - 
a ocj 


Cette dernibre equation devant subsister, quelque petite que soit la 
valeur numerique de a, si I’on designe a rordinaire, par I’abrevia- 
tion lim placee devant une expression qui renferme la variable a, la 


14-8 
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limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 
numerique de a decroit indefiniment, on trouvera, en passant aux 
limites, 


(21) lim(i ^ + . . 


(x :=Z — OOy X 00). 


II reste a chercher la limite' de (i -f- aa;)“. Or, en premier lieu, on 
tirera de la formule precedente 


lim(l -t- a)“r=: 1 + i H 1 1- ^ 


I 1.2 1.2.3 


ou, en d’autres termes. 


(22) 


lim(i -4- «)“=:: e, 


e designant la base des logaritlimes neperlens | wj>le § I, equal. (6)]. 
On en conclura immediaternent 


et, par suite. 


lim(i -f- ocx)‘^^= e, 


1 r 

litn(i lim L(n- = e®. 


Simaintenantonremet la valeur de lim(n- a;c)“dans I’equation ( 21 ), 
on obtiendra la suivante : 


(23) 


X 

:H 1 

I 1.2 


1.2.3 


(crn: — 00, X =:-i~ 00). 


On pourrait arriver directement a I’equation (23) en observant que 
la serie 


( 6 ) 


X x^ 


I 1.2 1.2.3' 


est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable cc, et 
cherchant la fonction de x qui represente la somme de cette meme 


■ 5 ^' ■ 


m 


■ 

if 

t::. 


i:> 






i u'" 
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serie. En efFet, soil (p(a?) la somme de la serie (6) qui a pour terme 


general 


I . 2 . 3 . . . /i ’ 

?(/) s<3ra la somme de la serie qui a pour terme general 


1.2.3...^ 


et (en verlu du theoreme VI, § III) le produit de ces deux sornmes 
sera la somme d’une nouvelle s6rie qui aura pour terme general 


X"- 


y 


I.2.3...n 1.2.3...(Ai — l) I 


yU 


ytl 


{^■+yY 


I 1 . 2 . 3 . . . (/i — I ) 1 . 2 . 3 . . . 1 . 2 . 3 . . . 

Ce produit sera done egal a 9(0? 4- j), et par suite, si Pon faitl. 




x‘ 


la fonction ip(a;) verifiera I’equation 

?(i») <p(j) = ?(^ + 7 )- 
En resolvant cette ^nation, on en tirera 


'P(^) = [<p(i)]“= ( '+ 7 + 7^ + 


[ . 2 1.2.3 


e’est-a-dire 




Corollaire II. — Si, aprfes avoir retranche I’unite de chaque membre 
de I’equation (20), on divise les deux membres par [x, I’equation que 
Ton obtiendra pourra s’ecrire ainsi qu’il suit : 


(1 H- I 




{xz=—i, ir = -Hi); 
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et, si dans cette dernifere on fait converger [a vers la limite zero, on 
trouvera, en passant aux limites, 


De plus, comme en designant par 1 la caracteristique des logarithmes 
neperiens pris dans le systeme doht la base est e, on a evideinroent 


t- -A — - 


en conclura 


(i + a;)V-~.i 
' ^ 


et, par suite, 




Cela pose, la formule ( 24 ) deviendra 


(26) l(l H" — 


2 3 ■ 


L’6quation precedente subsists tant que la valeur numerique de .r 
reste inf6rieure a Tunite; et, dans ce cas, la serie 


^ , ... 5 

2 0 


est convergente, aussi bien que la serie (4). qui en diff^re seulemenl 
par les signes des termes de rang impair. Les memes series devenanl 
divergentes, dbs qu’on suppose la valeur numerique de x superieure 
a I’unite, I’equation (26) cesse d’ avoir lieu dans cette liypothese- 
Dans le cas particulier oil Ton prend a? = i ,.la serie (27) se i 
a la serie (3) du troisifeme paragraphs, laquelle est conver 
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comme on I’a fait voir. L’equation (26) doit done alors subsister, en 
sorte qu’on a 


(28) 


1(2) = I-1+ ‘ ‘ 

234 


Si Ton prenait au contraire a; = — 1 , la serie (27) deviendrait diver-- 
gente et n’aurait plus de somme. 

On peut renaarquer encore que, si apres avoir ecrit — a; au lieu 
de X dans la formule (26), on change a la fois les signes des deux 
membres, on obtiendra la sdvante 


(29) 




X'‘ 


{x = — a; = -|- i). 


Probl^me II. — Bivelopper la fonction 

A*, 

dans laquelle A ddsigne un nombre quelconque en serie comer genie 
ordonnie suivant les puissances ascendantes et entiires de la variable x. 

Solution. — Designons toujours par la caracteristique 1 les loga- 
rithmes neperiens pris dans le systisme dont la base est e. On aura, 
d’apres la definition meme des logarithmes, 

A — 

et Ton en conclura 
(3o) 

Par suite, en ayant egard a I’equation (23), on trouvera 
' x\{k) a;»ri(A)P , a^[l(A)P , 


(3.) 


A^=i- 


1 1.2 ' 1.2.3 

{x~—oa, x — -\-oo). 


Cette dernihre formule subsiste pour toutes les valeurs reelles pos- 
sibles de la variable x. 

ProblSme III. — La caracUnstique L ddsignant les logarithmes pris 
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dans le systeme dont la base est A, developper, lorsque cela se peat, la 
fonction 

L ( I -f- 

en sene convergente ordonnee suivant les puissances ascekdantes et entieres 
de la variable x. 

Solution. — Designons toujours par 1 la caracteristique des loga- 
rithmes neperiens. On aura, en vertu des pi’oprietes connues ties 
logarithmes, 

ftr-L-vt L(l+a7) Ifl-l-ip) 


ayant egard a I’equation (26), on trouvera, pour 
de X comprises entre les limites — i, -+-i, 
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CHAPITRE VII. 

BES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DE LEDRS MODULES. 


§ 1. — Considerations ginerales sur les expressions imaginaires. 

Ell Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-meme ou 
a laquelle on attribue une valour differente de cello qu’elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de meme equations symboliques toutes 
celles qui, prises a la lettre et interpretees d’apres les conventions 
generaleinent etablies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut deduire des resultats exacts, en modifiant et alterant 
selon des r6gles fixes, ou ces equations elles-memes, ou les symboles 
qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou equations symbo- 
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’ecrire sous 
uqe forme abregee des resultats assez compliqu4s en apparence. G’est 
ce qu’on a deja vu dans le second paragraphe du troisifeme Chapitre, 
oil la formule (9) fournit une valeur symbolique tr'es simple de I’in- 
connue as assujettie a verifier les equations (4). Parmi les expres- 
sions ou equations symboliques dont la consideration est de quelque 
importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que Ton a 
nommees imaginaires. Nous allons montrer comment on pent etre 
conduit a en faire usage. 

On sait que les sinus et cosinus de Parc a 4 - & sont donnes en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs a et b par les formulas 

( COS (a + 6) = cos'a cos b — sin a sin b, 

(i) 

( sin ( a H- 6 ) = sin a cos b + sin b cos a, 

OEupres de C, — S. II, t. III. 


20 


m 
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort 
simple de les retrouver a volonte. II suffit, en effet, d’avoir egard a la 
remarque suivante. 

Supposons que Ton multiplie Tune par I’autre les deux expressions 
syinboliques 

cosa - 1 - \/ — I sincr, 
cosb -h \/ — I sin 6, 

en operant d’apres les regies connues de la multiplication algebrique, 
comme si v/— i etait une quantite reelle dont le carre fut egal a — i. 
Le produit obtenu se composera de deux parties : Tune toute reelle, 
I’autre ayant pour facteur \/—i; et la partie reelle fournira la valeur 
de cos(a4-6), tandis que le coefficient \/—i fournira celle de 
sin(a-t- h). Pour constater cette rerfiarque, on ecrit la formule 

[ cos(a 4- 6) -t- V^— I sin(a -+- &) 

( 2 ) , , , , - , 

= (cosa -{-y — i sina) (cost> H- y— i sin b ). 

Les trois expressions que renferme I’equation prec6dente, savoir 

cosa ■+■ \/— I sin a, 
cos 6 \/ — I sin^>, 

cos ( a + 6 ) - 4 - v^— I sin ( a + 6 ), 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpreter d’apres 
les conventions generalement etablies, et ne representent rien de reel. 
On les a nommees pour cette raison expressions imaginaires. L’equa- 
tion (2) elle-meme, prise a la lettre, se trouve inexacte et n’a pas de 
sens. Pour en tirer des resultats exacts, il faut, en premier lieu, deve- 
lopper son second membre par la multiplication algebrique, ce qui 
reduit cette equation a 

cos(a -f- A) -h v^— I sin(a + 6) 

= cosa cos 6 — sin a sin 6 + — i (sin a cos 6 + sin i cosa). 

II faut, en second lieu, dans I’equation (3), egaler la partie reelle da 
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premier membre a la partie reelle du second, puis le coefficient de 
\/— I dans le premier membre au coefficient de sj— i dans le second. 
On est ainsi ramene aux equations (i) que Ton doit considerer comme 
implicitement renfermees Tune etl’autre dans la formule (2), 

En general, on appelle expression imaginaire toute expression sym- 
bolique de la forme 

a 6 — I , 

a, S designant deux quantites reelles; et Ton dit que deux expres- 
sions imaginaires 

a -f- 6 \/ — I , y + 5y/ — i 

sont egales entre elles, lorsqu’il y a egalite de part et d’autre : 1° entre 
les parties reelles a et 2° entre les coefficients de \j— j, savoir & 
et S. L’egalite de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle 
de deux quantites reelles, par le signe =, et il en resulte ce qu’on 
appelle une Equation imaginair^. Cela pose, toute equation imaginaire 
n’est que la representation symbolique de deux equations entre quan- 
tites reelles. Par exemple, I’^uation symbolique 

# ' 

a-f-Sy — i==yH-^y — x 

equivaut seule aux deux equations reelles 

a — y, 6 = 3, 

Lorsque, dans I’expression imaginaire 

OC -f- 6 1 y 

le coefficient 6 de s’evanouit, le terme S est cense r^duit a 
zero, et I’expression elle-meme a la quantite, reelle a. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent 6 tre soumises, aussi bien que 
les quantites reelles, aUx diverses operations de I’Algfebre. Si Fon 
effectue en particulier I’addition, la soustraction ou la multiplication 





(6) * (a -h 6 sj — r) x (y -h (5 \J — i) zz: ay — -4- (aS Sy) v/ — * - 

II est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expres- 
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binomes reels, 
restera le meme, dans quelque ordre qu’on multiplie ses differents 
facteurs. 

Diviser une premiere expression imaginaire par une seconde, c’est 
trouver une troisieme expression imaginaire qui, multipli^ie par la 
seconde, reproduise la premiere. Le resultat de cette operation estle 
quotient des deux expressions donnees. On se sert pour I’indiquer du 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple, 


represente le quotient des deux expressions imaginaires 


W ,a+6\/ — I, y-l-oy/ — I. 

Elever une expression imaginaire a la puissance du degre m (m de- 
signant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs 
egaux a cette expression. On indique la puissance w*®”® de a S y/ — i 
par la notation 
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Extraire la racine de I’expression imaginaire a + Sv/— i, on, 
en d’autres termes, elever cette expression a la puissance du degre 
- (n designant un nombre entier quelconque), c’est former une nou- 
velle expression imaginaire dont la puissance reproduise 

a-f-S I . Ce problfeme admettant plusieurs solutions (voir le § IV), 
il en resulte que I’expression imaginaire a-t-^v/— i a plusieurs 
racines du degre n. Lorsque nous voudrons designer indistinctement 
Tune quelconque d’entre elles, nous emploierons la notation 

ou la suivante 

Dans le cas particulier oil S s’evanouit, tx.-hS\J — i se reduit a une 
quantite reelle a, et parmi les valeurs de I’expression 

= ((«))'’ 

il peut s’en trouver une ou deux de reelles, comme on le verra ci- 
aprbs. 

Outre les puissances enti^res et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent a considerer ce qu’on appelle 
leurs puissances fractionnaires ou negatives. On doit faire a ce su'jet 
les remarques suivantes. • 

Pour 6lever I’expression imaginaire a 4 - S a la puissance frac- 
tionnaire du degre il faut, en supposant la fraction ^ reduite a sa 
plus simple expression : i" extraire la racine de I’expression 
donnee ; 2 ° elever cette racine a la puissance entiere du degre m. Le 
probleme pouvant 6tre r6solu de plusieurs manieres (voir ci-apres le 
§IV), nous designerons indistinctement Tune quelconque des /juw- 

sances du degre ^ par la notation 

m • 


r 

i' 
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Dans Je cas particulier ou 6 se reduit a zero, une ou deux de ces 
sances peuvent devenir reelles. 

Elever I’expression imaginaire a-t- Sy/— i a la puissanpe 
du degre — wz, ou — ou — c’est diviser I’unite par la puissance 

du degre m, ou ou ^ de la meme expression. Le probleme admet- 
tantune solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu- 
tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degre 

— m par la notation simple 

(« + Sv/=:7)-'", 
tandis que les deux notations 

((a-t-Sv^— i)) ", 

m 

((a -t- 6 \/— i)) 

representent, la premiere, une quelconque des puissances du degr6 

— et la seconde une quelconque des puissances du degre — ~ 

On dit que deux expressions imaginaires sont conjugudes Tune k 
I’autre, lorsque ces deux expressions ne different entre elles que par 
le signe du coefficient de \/ — i. La somme de deux semblablcs 63 
sions est toujours r6elle, ainsi que leur produit. En effet les deux 
expressions imaginaires conjuguees ' 

« I, a — 6y/ — i 

donnent pour somme 2 a et pour produit a® - 4 - 6*. La derniere partic 
de cette observation conduit a un theoreme relatif aux nombres, et 
dont voici I’enonce : 

TuEORtaiE I. — Si I’ on multiplie I’un par I’autre deux nombres entiers 
dont chacun soil la somme de deux carres, le produit sera encore uric 
somme de deux carres. 


Ddmonstraiion. — Soient 
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les deux nombres entiers dent il s’agit, a*, S®, a'^, designant des 
carres parfaits. On aura evidemment les deux equations 

(a - 4 - 6 ^ — i)(a'-+-6'^ — i) — (ac6'-h a'6) ^ — i, 

(« — 6 \/ — I ) (ex' — 6' \/ — i) = acx ' — §6' — (a6'4- a'S) \J — i , 

et, en multipliant celles-ci membre a membre, on obtiendra la sui- 
vante 

( 7 ) ( a'* ■+• SO ( «'* + S'* ) F ( ««' - )* -h ( aS' 4- a' S )*. 

Si Ton echange entre elles dans cette derniere les lettres a' et S', on 
trouvera 

( 8 ) ( a= + SO ( a'® 4- S'O = ( aS' - «' § )* + ( «a' 4- S6' )*. 

Ilya doncen general deux manieres de decomposer en deux carres 
le produit de deux nombres entiers dontchacun est la sommededeux 
carres. Ainsi, par exemple, on tire des equations ( 7 ) et ( 8 ) 

(2*4-i)(3’4-20 = 4*-4-7*=i*+'8». 

On voit par ces considerations que I’emploi des expressions imagi- 
naires peut etre d’une grande utilite, non seulement dans I’Algebre 
ordinaire, mais encore dans la Th 6 orie des nombres. 

Quelquefois on represente une expression imaginaire par une seule 
lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources de I’Analyse, et 
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre. 

g 11, — Sur les modules des expressions imaginaires 
et sur les expressions rdduites. 

Une propriete remarqUable de toute expression imaginaire 

«4-6y'^, 

c’est de pouvoir se mettre sous la forme 

p(cos04*-v^^sin6), 
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p designant une quantile positive et 9 un arc reel. En effet, si Ton 
pose I’equation symbolique 

(i) a + 6\/ — i=p(cos0H-v/ — I sinS) 

ou, ce qui revient au meme, les deux equations reelles 


( 2 ) 

on en tirera 
( 3 ) 


( a = p COS0, 

\ 6 — p sini9, 

^2 _|_ g2 — p2 ^ Q ^ ^ ™ p2^ 


et, apres avoir ainsi deternaine la valeur du nombre p, il ne restera, 
pour verifier completement les equations ( 2 ), qu’a trouver un arc 0 
dorit le cosinus et le sinus soient respectivement 


( 4 ) 


COS0 zn 

sin 6 =. 


6 


Ce dernier problbme est toujotirs soluble, attendu que chacune des 

a 0 

quantites -j. - , ■ >-- a une valeur humerique inftrieure a I’u- 

nite, et que la somme de leurs carres est egale a i. De plus, il admet 
une infinite de solutions differentes, puisque, aprbs avoir calculi une 
valeur convenable de I’arc 6, on pourra, sans changer ni le sinus ni le 
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d’un nombre quelconque de 
circonferences. 

Lorsque I’expression imaginaire a -hS \/— i se trouve ramenee a la 
forme 

p (cos 6 -1- \/ — I sin 0), 

la quantity positive p est ce qu’on appelle le module de cette expres- 
sion imaginaire; etcequi reste apres la suppression du module, c’est- 
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a-clire le facteur 


COS0 + — I sin0, 


est ce que nous nommerons V expression redidte. Comme des quantiles 
a et 6 supposees connues on ne deduitpour le module p qu’une valeur 
unique determinee par I’equation (3), il en resulte que le module 
reste le meme pour deux expre^ssions imaginaires egales. On peut 
done enoncer le theoreme suivant : 


TnijORt;iviE I. — L’egalite de deux expressions imaginaires entraine tou- 
jours Vegalite des modules et, par consequent, celle des expressions re- 
duites. 


Si Ton compare entre elles deux expressions imaginaires conju- 
guees, on trouvera encore que leurs modules sont egaux. Le carre du 
module common a ces deux expressions ne sera autre chose que leur 
produit. 

Lorsque dans I’expression imaginaire a -+- — i le second terme 6 

s’evanouit, cette expression se reduit a une quantite reelle a. Dans la 
meme hypothese, on tire des ^nations (3) et (4) : i" quand a est 
positif, 

p = \/aS 

C0S5 = 1, sin^rrro 


et, par suite, 


I -ik-K, 


k designant un nombre entier quelconque; 2 " quand a est negatif, 

p = (/«". 


et, par suite. 


cos 0 = — i, sm 0 =o 
Q — '±: ( 2 f)7r. 


Ainsi le module d’une quantity reelle a n’est autre chose que sa valeur 
numerique \/a-, et I’expression reduite qui correspond a une sem- 
blable quantite est toujours + 1 ou 1 , savoir 


4- 1 cos(± ik-n) 4- 1 siu(± 2 A't:), 
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lorsqu’il s’agit d’line quantite positive, et 

— I rr: C0S( ±1 2 A- -h I Tt) -i- V^-“ I Si.Il ( ±1 2 k -i- I 7 t), 

lorsqii’il s’agit d’une quantite negative. 

Toute expression imaginaire qui a zero pour module se reduit olle- 
meme a zero, puisque ses deux teroies s’evanouissent. Reciproqiie- 
ment, comme le cosinus et le sinus d’un arc ne deviennent jamais 
nuls en meme temps, il en resulte qu’une expression imaginaire n(‘ 
pent se reduire a zero qu’autant que son module s’evanouit. 

Toute expression imaginaire qui a I’unite pour module est neces- 
sairement une expression reduite. Ainsi, par exemple, 

cosa-hv/— I sin <7, cosa--\/^^ sin a, 

— cos a — sj — I sin <7, — cosr/ 4 - v — - ^ sin a 

sont quatre. expressions reduites conjuguees deux a deux. Effectivc- 
rnent, pour tirer ces quatre expressions de la formule 

COS0 +■ v/— 1 s\n9, 

il sulBra de poser successivement 

^=:±: 2A-7T4-a, _ (9“±; 2A^7r — a, 

0 = ±: ( 2 A' 4 - 1)71 4 - < 7 , ^ ± (2 A‘ 4 - i)7T “ <r/, 

A d6signant un nombre ehtier quelconque. 

Les.calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant etre sim- 
plifies par la consideration des expressions reduites, il importe de 
faire connaitre les principales proprietes de ces dernieres. Ces [jro- 
prietes sont comprises dans les theoremes que je vais enoncer. 

Theor^me II. — Pour miiUipher Vune par V autre deux expressions 
reduites 

cos <9 4 - \/— I sin cos 4"/^ sin 0', 

ilsuffit d aj outer les arcs 0 et 9' qui leur correspondent. 
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Demonstration. — On a, en effet, 

i (cos0 sin0) (cos0'~h I siri^^) 

( 5 ) , 

’ =:= COS(0 -1- ^0 V^” * sin(0 4- ^0* 

Corollaire. — Si dans la formule precedente on fait 0 = — 0, on 
tronvera, comme on devait s’y attendre, 

(6) ( COS0 - 4 - y/— I sin0) (cos0 — y/— i sin0) — i. 

T^lEOK^:MK III. — Pour multiplier les lines par les autres plusieurs 
expressions reduites 

cos 4- I sin (5, cos^'-H ^ sin0', cos0^'4- y/— i shi(5", 

il suffit d'ajouter les arcs 0, O', 0", . . . qui leur correspondent. 

Demonstration. — En effet, on aura successivement 

(cosO -t~y/— 1 sin0) (cos0'4 *- 1 sin B') 

= cos(6 4 - 6') 4 - \/— I sin(0 -H 0'), 

(cos0 -hC— ' sin0) (cosS' + C— i sin 5') (cosS' + V*— i sin9") 

= [cos(0 4- O' -4 v/— I sin(0 4- 9’)] (cos6"4- v^— i siriS") 

= cos(0 4- 9'+ 9") 4- \J— * sin(0 4- 0'4- 0")» 


et, en continuant de meme, on trouvera generalement, quel que soit 
le nombre des arcs 6, O', 0 ", . , 

( (cos0 4- v'^— 1 sin 5) (cos 5'4- \/— i sin0') (cos0"4- C— J sin0"). . . 

(7) 

( = cos(0 4- 9' 4- 9''4-. . .) 4 - v^— i sin(9 4-, 9' 4 - 9"4-. . .)• 

Corollaire. — Si Ton d6veIoppe par la multiplication immediate le 
premier membre de I’equation (7), le developpement se composera de 
deux parties, Tune toute reelle, I’autre ayant pour facteur \! — i . Cela 
pose, la partie r6elle fournira la valeur de • 


COS (0+0' + 0^'+ . . . ), 


164 


COURS D’ANALYSE. 


et le coefficient de \/—i dans la seconde partie la valeur de 

sinfd + B'-h 5"+. . .). 

Supposons, par exemple, que Ton considere seulemcnt trois arcs G, 
O', G". L’equation (j) deviendra 

(cos5 + v'— I sin0) (cosS'-i- sin 6') (cos0"-t- v/~'i sin0") 

= cos( 9 4- 5' -+- 9") -4 sin ( 9 4 - 9' -i- 9"), 

et, apres avoir developpe le premier membre de cette derniere par la 
multiplication algebrique, on en conclura 


cos ( 9 4- 9' 4- 9" ) : 
sin (9 4- 9' 4 - 9"): 


cos 9 cos 9' cos 9" — cos 9 sin 9' sin 9" 

■ sin 9 cos9' sin 9" — sin 9 sin 9' cos 9", 

sin 9 cos 9' cos 9" 4 - cos 9 sin 9' cos 9" 
cos9 cos 9' sin 9"4- sin 9 sin9' sin 9". 


TinioRfiME IV. — Pour dwiser I’ expression rediiite 

. cos 9 4 - sin 9 

par la suivante 

cos 9' 4 - \/ — I sin 9', 

il sujjit de retrancher fare 6', qui correspond a la seconde, de I’ arc 0 cor- 
respondant d la premiere. 

Demonstration. — Soitarle quotient chercbe, en sorte qu’on ait 

cos 9 - 1 - I sin 9 

x — — ■ . 

cos 9' 4 - \/— I sin 9' 

Ce quotient devra etre une nouvelle expression imaginaire tellement 
choisie, que, en la multipliant par cosG' 4 - sj— i sin O', on reproduise 
cosG 4 - V — I sinO. En d’autres termes, x devra satisfaire a I’equation 

( cos 9' 4 - v/— I sin 9' ) a; cos 9 4 - si n 9. 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, il suffira de multiplier les 
deux membres par 

cos 9' — \/ — I sin 9'. 
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On reduira de cette maniere le coefficient de a; a I’unite (?.w le theo- 
reme II, corollaire I), et Ton trouvera 

a: — (cos0 -t- v^— I sinS) (cos0' — v/— I sin6') 

— (cos0 + \/— I sinS) [cos(— \ sin(— $')] 

~cos(0 — 0') + I sin(0 — 6')- 
On aura done en definitive 

,cy COS0 -I- V'^— • sin0 ,,, ; — • . 

(8) - - cos ( e - 0' ) -t- V — 1 sin(0— 0')- 

cos0'+ I sni0' 

Corollaire. — Si dans I’equation (8) on fait 0 = o, elle dolinera 


(9) 


— COS0' — ;/— I sm0'. 

cos0'h- \/— I sin0' 


TheouAme V. — Pour elever I’ expression imaginaire 


COS0 + y/— I sin0 

a la puissance dii degrd m {m disignant unnombre entier quelconque), 
ilsuffit de multiplier dans cette expression V arc 0 par le nombre m. 

Demonstration. — En effet, les arcs 0, 0', 0", . . . pouvant etre quel- 
conques dans la formule (7), si on les suppose tous egaux a fare 0 et 
en nombre m, on trouvera 

(jo) (cos0 -h Sin0)"‘= coS7n0 + sinm0. 

Corollaire. — Si dans I’equation (10) on fait successivement 0 = s, 
0 = — s, on obtiendra les deux suivantes : 

j (cos.3 -4- \J -- 1 sina)’” = eo&ms + i sin/w5, 

(11) . „ ; S,„ r . 

( (cos.3 — v'^ sms) = COSOTS — y/- - 1 smm^. 

Le premier membre do chacune de ces dernieres, etant toujours un 
produit de m facteurs egaux, pourra etre developpe par la multiplica- 
tion immediate de ces facteurs ou, ce qui revient au meme, par la 
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formule de Newton. Si, apres avoir effectue le developpement dont il 
s’agit, on egale de part et d’autre dans chaque equation : i“ les parties 
reelles; a” les coefficients de \/— i , on en conclura 


m(m — I ) 


1 . 2 


(f2) / 


i(m ~ i) (m — 2) (m 3 ) 

1 72. 3. 4 


sill'*:? — . . . » 


m 


sin 771 

1 


772 (m — l) ( 7)1 — 2) 
I .2.3 


cos'«-3 - sin^ - 4 - . . . . 


On trouvera, par exemple, en supposant m 2, 


cos 25 = cos®5 — sin-5, 
sin 2 ^ 2 sin:;.cos^ ; 


en supposant 772 = 3, 


cos 3 5 = cos^-3 — 3 cos 5 
sin 3^ = 3 cos-^ sine — sin",:?. 


liiEOR^ME VI. ~ Pour ele^er r expression imaginaire 

cos Q H- v/ — I sin 6 


<2 la puissance da degre — rn (^m designant iw nomhre entier quel- 
conque^ , il suffit de multiplier dans cette expression I arc ^ par le 
degre —m. 

Demonstration. — En effet, d’apres la definition que nous avons 
donnee des puissances negatives (voir le § I), on aura 

( cos 0 4 - y/ — I sin sy 


(cos0-Hv^ — X sin0)^'^ cosm6*4-v/ — i sin/n^/ 

Par suite, en ayant egard a la formule (9), on trouvera 

(gos^ •+■ i sin6')“"*ii= cosmS — — x sinm^ 
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ou, ce qui revient au meoie, 

(14) (cos d -I- 'i / — I sinS)"”’— cos( — m &) + — i sin( — m6). 

Apres avoir etabli, comme nous venons de le faire, les principales 
proprietes des expressions reduites, il devient facile de multiplier ou 
de divisor Tune, par I’autre deux ou plusieurs expressions imagi- 
naires, quels quo soient leurs modules, aussi bien que d’elever une 
expression imaginaire quelconque a la puissance du degre m ou — m 
(wdesignant un nombre entier). On peut, en effet, executer simple- 
mentces diverses operations a I’aide des theoremes suivants : 

TiiEORfeME VII. — Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs 
expressions imaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions 
reduites qui leur correspondent par le produit des modules. 

Demonstration. — Le theoreme enonce se deduit immediatement 
de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs reels ou imagi- 
naires reste le meme dans quelque ordre qu’on les multiplie. Soient 
effectivement 

p(cos5 -t- ' sin0), p'(cos0'-!- \/ — isinS'), p"(cos§"-h i sin6"), 

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p", ... designent les 
modules. Lorsqu’on voudra multiplier entre elles ces expressions 
dont cliacune est le produit d’un module par une expression reduite, 
on pourra, en vertu du principe qu’on vient de rappeler, former, 
d’une part, le produit de tous les modules, de I’autre, celui de toutes 
les expressions reduites, puis multiplier ces'deux derniers produits 
I’un par I’autre. On trouvera de cette maniere pour resultat definitif 

(15) pp'p". ■ ■ [cos (0.4- 9'+ 9 "+. . .) -H y/— 1 sin(S 4- 9' + .’.)]• 

Corollaire I. — Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 
une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des 
modules de toutes les autres. 

Corollaire II. — Comme une expression imaginaire ne s’evanouit 
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jamais qu’avec son module, et que, pour faire evanouir le produit do 
plusieurs modules, il faut necessairement supposer Tun d’eux roduit 
a zero, il est clair qu’on peut tirer du theoreme VII la conclusion sui- 
vante : 

Le produit de deux ou de plusieurs expressions irnaginaires nc pent 
s’ evanouir quautant que Vane d’elles se reduit d zero. 

Theorkme VIII. — Pour obtenir le quotient de deux expressions inuigi~ 
naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions reduiles qui tear 
correspondent par le quotient des modules. 

Demonstration. - Supposons qu’il s’agisse de divisor rexpression 
imaginaire 

p(cos6 isin(5), 


dont le module est p, par la suivante 


p'(cos0'+ v '— - 1 sin 


in0'), 


dont le module est p'. Si Ton designe par x le quotient demands, 
X devra etre une nouvelle expression irnaginair(‘ propre a v^'riHer 
r^uation 

p'(cos0' + y/— I sm6')x — p(cos0 -h — i sin0). 

Pour tirer de cette ^uation la valeur de x, on rnultipliera les deux 
membres par le produit des deux facteurs 

cos 0'— \/— I sin S', 


etl’on trouvera de cette maniere, en ecrivant au lieu de p 

P ^ P 

^[cos(S — S') + v/-^sin(S-- 9')1. 

On aura done en derniere analyse 

p(cosS-f-v/^ sinS) pr „ 


PREMIERE PARTIE. - GHAPITRE VII. 
et, puisque, en vertu du theoreme IV, 

cos(0 — 0') + \/^ sin(0 — 0') 

est precisement le quotient des deux expressions reduites 


COS0 4- V — I sin0, cos0' + V— I sin0', 

il est clair que, apres avoir etabli la formule (i6), nous devons consi- 
derer le theoreme VIII comme demontre. 

CoroUaire. — Si dans I’equation (i6) on fait 0 = o, elle donnera 

(17) — ^—i(cos 0'—/^sin0')- 

p'(cos0'4- v/— I sin0') P 

TiifioiifeME IX. — Pour oblenir la puissance d’une expression irna- 
ginaire (m designant un nombre entier quelconque^, il suffit de multi- 
plier la puissance de V expression reduite correspondante par la 

puisgancc du module. 

Demonstration. — En effet, si dans le theorfeme VII on suppose les 


expressions iinaginaires. 


p (cos0 -t-\/-^sin0 ), 
p'(cos0'H- sin0')» 
p"(cos0 "+\/— 1 sin0’'). 


toutes egales entre elles et en nombre m, leur produit sera equivalent 
a la puissance de la premiere, c’est-a-dire a 

[p(cos0+-\/~*sin®)]"'; 

et, comme dans cette hypothese I’expression (i5) deviendra 

p'»(cosOT0 -H sinm 0 ), 

on aura definitivement 

(18) [p(cos0 + s/:^sin0)]"‘=p'«(cosm0 + v/=^sin«0). 

QEuures de C. — S. Hi t. HI. 
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L’expression reduite 

cosw0-+-\/ — isin7w0 
etant egale (en vertu du theoreme V) a 

(cos6 + \/— I sin0)'”, 

il en resulte que, apres avoir etabli la formule (i8), on doit considerer 
le theoreme IX comme demontre. 

Theoreme X. — Pour elever une expression imaginaire a la puissance 
du degre —m{m designant un nombre entier'), il siifflt de former les 
puissances semblables du module et de V expression riduite, puis de mul- 
tiplier ces deux dernieres I’une par I’ autre. 

Demonstration. — Supposons qu’il s’agisse d’eiever a la puissance 
du degre — m I’expression imaginaire 

p (cos sine), 

dont le module est p. On aura, en vertu de la definition des puissances 
negatives, 

[p(cose-j-/=:T sine)]-"'- — i . 

[p(cos0-+-v/— I sine)]"' 

■ I 

p"^(cos/)z^?-i~ \/ — I slum 9) 

Par suite, en ayant egard a la formule (17), on trouvera 

[p(cos0-{- y/— I sin^)] '"zz: ~ (cos;7i0 — sirim^) 

p 

ou, ce qui revient au meme, 

( 19 ) [p(cose + (/— I sin0)]-"'=p-«(cos»i0 — (/ZIT sinm 9).’ 

Cette derniere formule reunie a I’equation (t 3 ) fournit la demonstra- 
tion complete du theoreme X. 
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§ III. — Sur les racines reelles ou imaginaires des deux quantiles -i- i , 
— \ , et sur leurs puissances fractionnaires. 

Supposons que Ton designe par m&in deux nombres entiers pre- 
miers entre eux. Si Ton fait usage des notations adoptees dans le § 1, 
les racines de I’unite, ou, ce qui revient au meme, ses puis- 

sances du degre ^ seront les diverses valeurs de I’expression 

((!))%• 

et, de meme, les puissances fractionnaires de I’unite, positives ou ne- 
gatives, du degre ^ ou — ^ > seront les diverses valeurs de 

m m 

{{i)y ou ((!))"«. 

On en conclura que, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
suffit de resoudre, I’un apres I’autre, les trois problfemes suivants. 

PaOBLfeME I. — Trouver les diverses valeurs rielles ou imaginaires de 
I’expression 

(( 0 )^- 

Solution. — Soit x Tune de ces valeurs; et, afin de la presenter sous 
la forme generate qui comprend a la fois toutes les quantites reelles et 
toutes les expressions imaginaires, supposons 

X — r(cost + \/ — I sinf), 

r designant une quantite positive, et t un arc reel. On aura, d’apres la 

1 

definition meme de I’expression ((i))", 

(i) x"-=i 

ou, ce qui revient au meme, 

/■'''( COS -r v/— I sin/2^) = i. 
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On tirera de cette derniwe equation (a I’aide du theoreme I, § II) 




cosrti I sin = I , 


et, par suite, 


r = i, 

cosnt — i^ sinnt = o^ nt: 

2 / TT 


2 ki:, 


t = ±: 


n 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t etant 
ainsi determinees, les diverses valeurspropres a verifier I’equation (i) 
seront evidemment comprises dans la formule 


(2) 


2k7z , / . 2 At: 

X 1= cos ±: V — I sin 


j. 

En d’autres termes, les diverses valeurs de ((i))" seront donnees par 
I’equation 


( 3 ) 


({i))''^ cos ± v/— I sin 

'' ' n ^ It 


k 

Soit maintenant A le nombre entier le plus rapproche du rapport -* 
La difference entre les deux nombres A, ^ sera tout au plus egale ii 


en sorte qu’on aura 


n 11 


k> . , J 

— designant une fraction egale ou inferieure a et, par suite, A' un 
nombre entier inferieur ou tout au plus egal a • On en conelura 


2^:71 , ^ ik'-K 

= 2 / 17 : ±1 ; 

n n 


2/r7r , / — - , 2 kv: , t - — . aAr'TT 

cos— zh\/— I sm — =1 cos— — ±: v^— i sin — • 


1 

Par consequent, toutes les valeurs de ((i))" seront comprises dans 
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si I’on y suppose K I’enferme entre les limites o, ou, ce qui revient 

au meme, dans la formule (3), si Ton y suppose k renferme entre les 
memes limites. 

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, sent res- 
pcctivement 

n — 9. n 


Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

1 

deux valeurs imaginaires conjuguees de I’expression ((i))", c’est- 
a-dire deux racines imaginaires de I’unite conjuguees et du degre n. 
Seulement, on trouve, pour k = o, une racine reelle h-i, et, pour 
k—^^ une autre racine reelle — i. En resume, lorsque n est pair, 
I’expression 

(('))" 

admet deux valeurs reelles, savoir 

H- I ) I > 


avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


cos 1- i/— T sin 

n 


4 

, cos 

(4) ( « 


I sin 


n 

4 n 
— , 
n 


COS 


(n — 2)71 / — . (n — 2)TT 

^ -4- V — I sin — ? 


2 n / . ^ a 

COS fsm — > 

n ^ ri 

I . 4 7^ 

sin — 7 

n ■ ri 


(n — 2)% / . (/i — 2)71 

cos V — I sin 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n, 
Supposons, par exemple, n = On trouvera qu il existe deux va- 
leurs de Texpression 
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ou, ce qui revient au meme, deux valeurs de as propres a verifier I’e- 
quation 




et que ces valeurs, toutes deux reelles, sent respectivement 


• I, —I. 


Supposons encore « = 4* On trouvera qu’il existe quatre valeurs de 
I’expression 

• ■ ■ ((oA 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
I’equation 




Parmi ces quatre valeurs, deux sent reelles, savoir 


I, —I. 


Les deux autres sont imaginaires et respectivement egales, la pre- 
miere a ^ 

TT / . IT / 

COS ~ -h V — I sin - ~ -1- V I , 

la seconde a 

7^ ^ Tj 

COS V — I sin — zzi: — y — I . 

2 2 

Corollaire II. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k pent recevdir, sans sortir des limites o, sont res- 
pectivement 

n — I 

o, I, 2, ..., 

Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3)fournit en general 

deux valeurs imaginaires conjuguees de I’expression ((a))", e’est- 
a-dire deux racines imaginaires conjuguees et du degre n. Seulement, 
on trouve, pour k = o, une racine unique et reelle, savoir -i-i. En 
resume, lorsque n est impair, I’expression 


((O)" 
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admet, avec la seule valeur reelle 


-h I, 


n — 

I valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


2 71 / , 2 TT 

COS — + V — I sin — , 
n ^ n 

2 TT / . 2 TT 

COS i/“- i sin — ? 

/^ n 

(5) < 

COS h\/^sm— , 

^ n ^ n 

4 TT ! . 4 

COS V— 1 sin — 7 

n n 


(jtl — I ) TT / . ( /?. — 1)71 

COS ^ h V 1 sin ^ ^ , 

n ^ n 

(/i — i)7r / . 

cos i/— j sin 

n ^ 


Le nombre total de ces valours reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par exemple, /z = 3. On trouvera qu’il existe trois va- 
lours de I’expression 

((!)/. 

ou, CO qui revient au memo, trois valeurs de x propres a verifier I’e- 
quation 

(3t quo ces valeurs, dent une est reelle, sent respectivement 


2 7t . 2 TT 2 'JT / . 2 TT 

COS v — » sin-^> cos — y — I sin -J-* 

De plus, le cote de Thexagone etant, comme on sait, egal au rayon, et 

2 TT 

le supplement de Pare sous-tendu par ce cote ayant pour mesure 
on obtiendra facilement les Equations 




I 


en vertu desquelles les valeurs imaginaires de I’expression ((i))^ se 
reduisent k 


1 



1 
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Corollaire 111. — n designant un nombre entier quelconque, le 

nombre des valeurs, soil reelles, soit imaginaires, de I’expression 

1 

((i))'\ ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs de x pro- 
pres a verifier I’^uation oif=i restera toujours egal a n. 

Probl^me II . — Trouver les dwerses valeurs reelles ou imaginaires de 
r expression 

m 

((OF- 


Solution. — Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 

in 

on aura, d’apres la definition meme de I’expression ((r))", 

((0)" = L((orJ 


puis, en remettant pour ((i))" sa valeur generale tiree de I’equa- 
tion (3), on trouvera 


(( 


i))«=.[cos^±v'-isin^]' 


et, par suite, 

( 6 ) 


m.2kTi , / . m.-i/cTZ 

((i))"=cos ±\/— jsin 


Pour deduire de cette derniere formule toutes les valeurs de ((i))"> 
.il ne reste qu’a donner successivement a k toutes les valeurs entieres 
comprises entre o et Soient k', k" deux de ces valeurs supposees 
inegales. Je dis que les cosinus 


m,2k''n: m.2k''Ti: 

cos j cos 


seront necessairement dilFerents I’un de I’autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir egaux que dans le cas oil les arcs qui leur cor- 
respondent seraient lies entre eux par une equation de la forme 


m.2k^7c 


: 2 /iTi dr 


m . 2 k'^ 71 
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ft .Irsijjtiaut lilt iHuiil.ri' cntH.i'. Or on tiro do cotto lujuation 

t 

/i - ?'i '' 

H 

!l nmdraif doiu-. |mtK<|)!o m out jtromior i» n, quo ±j('±t fVit divi«ihIo 
par «. 00 qnN.ji ».* sjniniit Rtliiiotiro, attomin qiio. los nimihros /■', X-' 
olaiit iiioj(sm\, i*l oliiirtiii d'onx no |MUivanl surpnsBor j«, lour sotnmo 
OH lour dillor«‘iM o out noooHsairomont inioriouro I'l n. Aitisi, doux va- 
lonr.H tlillVrontoH do X oiimpriHos ontro los limiios o I'miriiissout 
ileim viiitniw ili» 

#1 

On oonrlnt ainoinonl do oolto romarquo, quo lo» valourB roollos mi 

m 

iini!giiiBiro« do roxj»ro»»ion ((Of donn/'OH par f’l^iiatimi ( 6 ) sont eii 

iiii^iiio nninliro quo Job viiloiirn nVIIob ou imagiiniiros do ((i))" dt'dor- 
iiHm’*o» par I oqnatimi (’J). jq. plus, oonimo im a ^ividorimiont 






I I Bill 


j srr iin(«.aX7t) 


il on ri'iiiilto quo Iniito vaJotir do ((i))* o«t uno oxprimHiini roollo ou 
ittiagitiairo dniit iu pMiusaiioo n ^quivuut ii J*(init(>, par o.on«o(|uont uru* 

valour do ((i))*. On idworniljotut ooiidiusvoiit ii la lonnulo 
( 7 J ((*))- = ((!))% 

dauB liiquolio Jo nigno iiidiqiio »ou!oniont quo runo doa valours du 
firontior inoinf.ro ofil tnujimn* %alo li I’ttiio doa valours du sooimd, 

Piman ui. UJ. — fmmrr In diversn mtmnt r^elk$ m mHigimiifTn tk 

fr.t'im'mtm 

((Of 5. 

Sttiutmi, - ihi aura, irapron ia d^iSnition doa puissaiioos uogativos, 


((Of 


aB 
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remettant pour ((i))" sa valour generale tiree de I’equa- 
et avant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 


II suit de cette derniere equation que 

m 

sont les memes que celles de ((i))") e 
1 

de ((i))". On a done 


le signe = devant etre interprete comme dans I’equation (7) 
Corollaire. — Si I’on fait w — i , la lormule (9) donneia 


Supposons maintenant que I on cherclie les racmes ei pu 
fractionnaires, non plus de I’unite, mais de la quantite — i. 
cines de cette quantite, ou, ce qui revient au meme, s 
sances du degre seront les diverses valeurs de rexpression 


fractionnaires de — i , positives ou 
seront les diverses valeurs de 


et de in6me, les puissances 
lives, du degre — ou — — ’ 


En' consequence, pour determiner ces racuius. cu 

suffira de resoudre I’un apres 1’ autre les trois nouveaux problem 

que je vais enoncer. 

PROBLtiME IV. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires 
r expression ^ 
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Solution. — Soit 

X = r(cosit + \l~i sinf) 

I’une de ces valeurs, rdesignant une quantite positive, et fun arc reel. 
On aura, d’apres la definition meme de I’expression ((— i))", 

(ll) . x"——l 

ou, ce qui revient au meme, 

r"(cosnf -4- I sin/lf) rr: — I. 

On tirera de cette derniere equation (a I’aide du theoreme I, § II), 

/•“ = t , 


cos nt + \l — I sin nt — — i , 


et, par suite, 


r = i, 

cos«f = — I, sin«< = o, nt = ±(2k-+-i)i:, 
(aA-t-OTT 


f — i: 


n 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantiles r et t etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de^i? propres a verifier I’equa- 
tion (i i) se trouveront evidemment comprises dans la formule 


( 12 ) 


X = COS 


(a A ' 


En d’autres termes, les diverses valeurs de ((— i))" seront donnees 
par I’equation 

(r3) ((-!))" = COS i 

Soit maintenant A le nombre entier le plus rapproche du rapport 
'^JL±1. La difference entre les deux nombres h, sera evidem- 

meat une fraction de nymerateiir impair, inferieure ou tout au plus 
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egale a | ; en sorte qu’on aura 

2 A- 4- I , ^ 2 yc' 4- I 

A ±: ^ 5 

2/i 2/^ • 


I designant un nombre impair egal ou inferieur a n. On 

dura 


=2A7r± 

11 11 


,( 2 A '+ i ) 7 T ^ — ( 2 ^+ r ) 7 T ^ ( 2 A :'-^ l ) 7 r ^^/— ^.^(2 


±: y/— I siQ ■ 


Par consequent toutes les valeurs de ((— i))" seront compri 
la formule 


(2/f'H-i)7r , , . (2A:'-!-i)7r 

cos rt \J— 1 sin ^ ; 

n n 


Pour chacune de ces valeurs de 2 ^ -t- i, la formule (i3) fou 

jours deux valeurs imaginaires c'onjuguees de 1’ expression ((- 
Par suite, cette expression, dans le cas que nous conside 
n’admet point de valeurs reelles, mais seulement n valeurs i 
naires conjuguees deux a deux, savoir : 


/ — ■ “ 
i/— I sin — , 
n 


TT / . 7t 

COS- — v — I sin - , 
n ' n 


si I’on y suppose i renferme entre les liraites o, n, ou, 
revient au merae, dans la formule (i3), si Ton y suppose 2 ^ 
ferme entre les memes limites. 


Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 
peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sent respectivement 
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Supposons, par exemple, ra= 2 . On trouvera qu’il existe deux 

i. 

valeurs de I’expression ((— 1 ))% ou, ce qui revient au meme, deux 
valeurs de x propres a verifier I’equation 




et que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sent respectivement 

71 / . TT j 

COS- -hy— I Sin- izz-h^— I, 


cos- 


. 7t 
I Sin - — 

2 


Supposons encore n^l\. On verra qu’il existe quatre valeurs de 

i 

I’expression ((— 1 ))\ ou, en d’autres termes, quatre valeurs de x pro- 
pres a verifier I’equation 

CO^ _ — 1 ^ 

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formulas 

cds 7 ± sin 7 ? 

4 4 

Stt , r — • 
cos - 7 - ±: V — I sm — , 

4 4 

oU, ce qui revient au m 6 iue, dans la seule formula 


, 7C , / . 7T 

± cos 7 ± v— I sm y 
4 . 4 


Comme on a d’ailleurs 
on trouvera ddfinitivement 


■K .It I 

COS7 =: Sin7 = -7=, 

4 li \J2 


((->))* 




Corollaire 11. - Lorsque n est impair, les diverses valeurs que 
2y5; -+- 1 peut recevoir sans sortir des limites o et /i sont respective- 

ment 


1 , 3, 5, . . o ^ — 


2, n. 
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Pour chacune de ces valours de 2 ^ i, la formule (i3) fournit en g 

neral deux valeurs imaginaires conjuguees de I’expression ((— i))' 
c’est-a-dire deuxracines imaginaires de — i conjuguees et du degre 
Seulement on trouve, pour = une racine unique et reell 

savoir — i. En resume, lorsque n est impair, I’expression ((— i)' 
admet, avec la seule valeur reelle 


n — 1 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


COS 

TT 

H-v/: 

. TT 

~ 1 Sin - j 

71 

COS- 

-s/~ 

. TT 

- 1 Sin - j 



n 

71 

71 

71 



Stt 


— . Stt 

Stt 


— 3 Tt 


cos 

— 


- I sin — j 

cos 

-V- 

- 1 Sin — 



n 

n 

71 


n 


cos 

{a- 

— 2)71 

j . (n — 2)71 ' (ji — 

-f-v — isin^ —y cos — — 

2)71 

- y/— I sin • 

(/i— 2 ) 7 ; 



n 

71 

71 


7fl 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal \ n. 
Supposons, par exemple, n = 3. On trouvera qu’il existe trois va- 

i. 

leurs de I’expression ((— i))% ou, ce qui revient au m6me, trois 
valeurs de x propres a verifier I’equation 


et que ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 

— I, 


71 / . TT 

cos^ sin^ 


TT / .71 I 3 ^ 

cos^-s/-,sm^ = ----v/- 


Corollaire HI. — n designant un nombre entier quelconquc, Ic 

nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de Texpression 

1 

((— i))"> pu, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs de x 
propres a verifier Fequation of = — i, restera toujours egal a n. 
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ProblMe V. — Trower les diverses valeurs reelles ou imdgindires de' 
^expression 

m 

Solution. — Les nombres/n etn etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d’apres la definition meme de I’expression ((— i))", 

((->))" = [((- or J ; 

1 

puis, en remettant pour ((— i))" sa valeur generale tiree de I’equa- 
tion (i 3 ), on trouvera 

( 16 ) = ±vrr7sm 

m 

Pour deduire de cette derniiire formule toutes les valeurs de ((— i))", 
il ne reste qu’a donner successivement a 2^-4- 1 toutes les valeurs 
entiercs et impaires comprises entre o et n. Soient 2k' + i, ik" + i 
deux de ces valeurs supposees inegales. Je dis que les cosinus 

COS--^: cos— — 

n n 

seront necessairement differents I’un de I’autre. En effet, ces cosinus 
no pourraient devenir egaux que dans le cas oii les arcs qui leur cor- 
respondent seraient lies entre eux pjar une equation de la forme 

m{'ik'+i)'K _ + 2 ± m(2F-4- i)7r ^ 

n « 

h designant un nombre entier. Or on tire de cette equation 

±(2A:'+0±(2FH-i) j 
n 

II faudrait done, puisque m est premier a n, que le nombre entier 

± (2A''-t-i)±(2A:"-n) 



2 







tut divisible par n, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, les 
nombres ik -t- i, 1 etant inegaux, et chacun d’eux ne pouvanl 
surpasser n, leur demi-somme, et, a plus forte raison, leur demi-diffe- 
rence, est necessairement inferieure a n. Ainsi deux valeurs diflPerentes 
de comprises entre les limites o et n fournissent deux valours 

differentes de 

771 ( 2 /c 4- T ) TT 


cosm(2^H- l)7r 


I sinm(2^-t-i)Tr 


toutes les fois que (— i)'”= i, c’est 
nombre pair, et a la suivante 


k-dire toutes les fois que m est un 


lorsque (— 1)'"= ■ 
Ajoutons que Ton 
une seule formule, 


- I, c’est-a-dire lorsque m est un nombre impair, 
peut comprendre les equations (17) et (18) dam 
en ecrivant 






PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VII. 185 

ProbiIme VI . -- Tromej' les dwerses naleiirs reelles ou imaginaires de 
r expression 

m 

Solution. — On aura, d’apres la definition des puissances nega- 
tives, 

m 

1 


((-!)) 


((-•))'' 


puis, en remettant pour ((— i))" sa valeur generale tiree de I’equa- 
tion (i6), et ayant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 

(20) ((— i)} —cos =p\/-— ‘Sin-— 

n * n 

II suit de cette derniere equation que les diverses valeurs de (( — i)) 

m 

sont les memes que colles de ((i))" ; on aura en consequence 


(21) 
et 

(22) 


((-.)) "=((i)r 


si m est pair 


((— i)) ":=((— 1))“ si w est impair. 


A la place des deux forinules qui precedent, on peut se contenter 
d’ecrire la suivante : 

__m 1 

(23) ((-!)) ''z=(((-0"‘))". 

Corollaire. — Si Ton fait aw = i, la formule (23) donnera 


(■4) 


((->)) 


En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que les equa- 
tions (3), (6), (8), ((3), (16) et (20), a I’aide desquelles on deter- 
mine les valeurs des expressions 

1 m m 

mr, ((‘))% ((!)) 

# 1 m _ ^ 

((-1))% ((-O)". (C-O) ", 

OJlrmrs de C., S. U, t. 111. 
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peuvent etreremplacees par deux form ules. En effet, si Ton designc 
par a une guantite positive ou negative dont la valeur numerique soit 
fractionnaire, la valeur de ((i))“ determinee par I’equation (3), ((i) 
ou (8) sera evidemment 


( 25 ) 


((i))“— cos2^aTr±\/— I sin2X' 




tandis que la valeur de ((- j))“ determinee par I’equation (i3). (r(i) 
ou (20) sera 


(26) 


((— i))® = cos(2 k-\-i)a'K± \J— I sin (2 A' -4- \)a%. 


Dans les deux formules precedentes, on peut prendre pour k un 
nombre entier quelconque. 


IV. — Sur les racines des expressions imaginaires et siir 
leurs puissances fractionnaires et irrationnelles. 


Soit 


6V/-- 


une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver 
{tmr le § II) une valeur positive de p et une infinite de valeurs reellos 
de 0 propres a verifier I’equation 

- p(cos( 


(0 


\J~ I sinS). 

Cela pose, concevons que Ton designe par m et n deux nombres pii- 
tiers premiers entre eux. Si Ton fait usage des notations adoptees 
dans le § I, les racines I’expression a + ou, ce qtii 

revient au meme, ses puissances du degre seront les diverses va- 
leurs de 

€0 ' 


Sy/— 1 = ((a H- 6 v'— 1 ))"; 

et, de meme, les puissances fractionnaires de a "ji positives ou 

negatives, du degre — ou — 


seront les diverses valeurs do 
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lin consequGnce, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
sutEra de resoudre I’un apres I’autre les trois problfemes suivants : 
PROBLfeME I . — Trouver les diverses valeurs de 1’ expression 

((a + 6v/^))". 

Solution. — Soit 

a: = r(cosf 4- \/^sinf) 

Tune de ces valeurs, r designant une quantite positive et t un arcreel. 

\ 

On aura, d’apres la definition meme de I’expression ((a + 

('0 = I =:p(cos0 + v^^^sin6), 

ou, ce qui revient au meme, 

/'"(coswi 4- \l— I sin/u) = p(cos04- v'— I sin 61 ). 

On tirera de cette derniere equation, a I’aide du theoreme I, § II, 


cosrtiH- \/— I sin«< = cos0 + y/— I sin0 


et, par suite. 


/•r=p», . 

cos/i^ = cos6>, sin«^ = sin0, ±i 2 kTz^ 

0 ±: a/fTT 

n 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t Mant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de x propres a verifier I’equa- 
tion (i) seront 6videmment comprises dans la formule 


~ f B±:2k'K 

X = COS — 

^ V 

- ( B 

COS;- + 


. B-±:*ikiC\ 


H- v/— r sin 

■ ^\Y 

r sin - cos 
nj\ n 


n ) 
2 kit 


. 2k7:\ 

1 sm 

n / 


OU, ce qui revient au meme, dans la suivante : 


( 3 ) 


X = p" ( COS ^ - 4 - \/— I sin - j ((i ))■ 



COURS D’ANALYSE 




lOO 


En (I’autres termes, I’expression 

1 

((i))", admettra n valeurs differentes determinees par I’^qaat.ioii 


aussi 


on troiivora qu’il exisle d(Mix Vii- 


Corotlairel. — Supposons n 
leurs de I’expression 


ou, ce qui revient au meme, deux valeurs de x propres ii veritii-r 
I’equation 

x-—a.-\-&\J — I ~ p(cos5 -H ~ ' sin0), 
et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule 


Corollaire II. — Supposons encore n 3; on troiivera qu’il exisle 
trois valeurs de I’expression 


ou, ce qui revient au meme, trois valeurs do x propres a 
I’equation 

+ 0 ^/^ I =;p(cos0 4 -^/- 1 sin0), 
et que ces deux valeurs sont respectivement 
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Corollaire HI. — Supposons enfin \ on trouvera qu’il existe 
quatre valeurs de I’expression 

((a + Sv'^))*, 

ou, ce qui I'evient au menae, quatre valeurs de x propres a verifier 

I’equation 

a + S\/'^ =::;p(cos0H- \/— I sinS), 

. m 

et quo ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 
± p* ( cos^ -f-y— I sin 

e 


± p* ^sin j — \/— I cos - 
PuOBLfeME II . — Trouver les diverses valeurs de I’expression 

m 

((. + 6 (/=-.))■-. 

Solutian. — Les nombres mein etant supposes premiers entrc eux, 

* m 

on aura, d’aprt^s la definition meme de I’expression ((a + S V— i)) , 

m r lim 

i 

puis, en remettant pour ((a 4- g sa valeur generale tiree de 

I’equation (4), on trouvera 


m m / 

(5) ((« + 6v/^))" = p''(^cos 


^ +^sm— ) ((I))". 
11 ^ n 


Corollaire /. — Si dans I’equation (5) on remet pour ((i))" sa va- 
leur tiree de la formule (6) (§ III), on obtietidra la suivante : 


m m p 

(6) ((« + SiA:n))-=.-p- [' 






PROBLfeME III. - Trower les diverses valeurs de I’expression 

m 

((a + 6v/~i)) "• 
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On aura, d’apres la definition meme des puissances ne- 


Solution 

gatives, 


ou, en d’autres termes 


Corollaire I. 


m — I, I’equation (7) donnera 


Aprfes avoir fixe, comme on vient de le fai 
des quatre expressions 


re, les diverses valeurs 
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Dans les calculs qui precedent, p designe toujours le module de 
I’expression imaginaire a-i-6\/— i, c’est-a-dire la quantite positive 
+ et G I’un quelconque des arcs propres a verifier I’equa- 
tion (i) ou, ce qui revient au meme, les equations (4) du § II, savoir 

( cos 0 = ■ - ■ ^ , 


I dill w — , 

En divisant ces deux derniferes I’une par I’autre, on en conclura 

0 

(ii) tang0=-* 

Par suite, si Ton nomme C le plus petit arc, abstraction faite du signe, 
qui ait pour tangente ou, en d’autres termes, si Ton fait 


? — arc tang - 


on trouvera 


tang0 = tangC. 


Cela pos6, il deviendra facile d’introduire au lieu de Pare 0, dans les 
diverses formules rapportees plus haut, Pare C, dont la valeur est com- 
pl^tement determinee. On y parviendra, en effet, par les considera- 
tions suivantes. 

Les arcs 0 et ayant la meme tangente, auront aussi, abstraction 
faite du signe, le mfeme sinus etle meme cosinus; et, comme d’ailleurs 
Pequation (i3) peut se mettre sous la forme 

sin0 sinC 

COS0 ~ cos^’ 

il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en meme temps ou 


ou bien 


cos0 = cos?, sin0 — sin? 


cos$, sin( 


19*2 
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De plus, la valeur de cosO determinee par la premioro drs ('‘<|iia- 
tions (lo) etant eTidemment de meme signe que a, tandis quo Tan- " 
compris entre les limites f ^ toujours un cosimis pusilii', il 

en resulte que, des equations (i 4 ) et (i5), les deux premiiuu's siiii- 
sisteront, si a estpositif, etles deux dernieres, si a est negatif. Vov<>ii> 
maintenant a quoi se reduisent, dans ces deux hypotheses, les for- 
mules (i) et( 9 ). 

Si d’abord on suppose a positif, les equations (ro) pourroiil e{i'e 
remplacees par les equations (i4). et Ton deduira de celles-ei mn* 
infinite de vifleurs de 0 , parmi lesquelles on doit reaiarquer la siii- 
vante : 

(l6) ■ 

Lorsqu’on fait usage de cette valeur, les formules (r) et ( 9 ) devienneut 
respectivement 

{17) a + 6 \/— I r=:p(cos?H-v/— ■ 1 sin?), 

(j 8 ) {(a + 6 v^— i))'"— p“(cos«t -h v' — i sin a?) (( 0 )"- 

Si Ton suppose en second lieu a negatif, les equations (ro) pour- 
ront etre remplacees par les equations (i 5 ), desquolhis on ddduira. 
entre autres valeurs de 0 , 

(19) ^ 0 =:?-t- 7 I. 

Par suite, on pourra, dans, cette hypothfeso, aux formules ( 1 ) el (jp 
substituer celles qui suivent : 

a + — p(cos?H- I sin?), 

. j ((K + ev/^T))- 

= P“[cos(a? + air) H- y — 1 sin(a? ■+• arr) | ((i))™ 

, =p“(cos(i? -t-yCIi sina?)(cosa 7 r- 4 - v' - i sin« 7 i) ((1))". 

Si I’on fait en particulier a^- 6 v-l = ~ i, c’est-a-dire a - r, 
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S = o, on trouvera 

Z = are tang — j = o, 
et la formule (21) deviendra 

( ‘-3^2) ((— 1))"*= (cosaTT sinaTi) ((0)'*- 

II en resulte qu’on aura generalement dans I’hypothese admise 

{28) ((on- 6 \/— 1))“= p“(cosa? -hV— * sin a?) ((— i))". 

liln reunissant aux formules (17), (18), (20) et (28) les equations (28) 
et ( 26) du § III, on obtiendra definitivement les conclusions suivantes. 

Soient a-H-Sy/— i une expression imaginaire quelconque, a une 
quantite positive ou negative dont la valeur nuraerique soil fraction- 
naire, et It un nombre entier choisi arbitrairement. Si Ton fait, de 
|)lus, 

( 24 ) p=z\/a-‘-^- — arc tang-) 

on aura, pour dcs valeurs positives de a, 

Ia-H6v/~T = p(cos?-l-v/— isin?), 

((a •+■ 6(/^))“=p«(cosa?-(-\/^sin«?)((i))“> 

((1))'*=: cos 2 Aa 7 t ±v/— 1 sin2A'<jTC, 

et, pour des valeurs negatives de a, 

[ a-i-S\/— 1 =: — p(cosC 4 -v/— isinC), 

(26) I ((o£ -I- § i)y= p“(cosaC + (/— I sina?) ((— i))“, 

I ((— i))®= cos (2 A- -hi ait) ± sin(2/r-+- 1 an). 

On doit ajouter que, si Ton designe par n le denominateur de la frac- 
tion la plus simple qui represente la valeur numerique de a, n sera 
precisement le nombre des valeurs distinctes de chacune des expres- 
sions 

((i))“) ((— 1))“) ((« + sv^))“» 

et que, pour deduire ces.memes valeurs des formules (28) et (26), il 

OKuvresdeC. — S.U, l. UI. 
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suffira d'y substituer successivement, au lieu de et de tons 

les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n. 

Si la valeur numerique de a devenait irrationnelle, cliacnne d<‘s 
expressions reduites 


cos 


{2 k 


cos 2 kali ±: i si n 2 ka tt, 

I a-jr) zh v/— I sin (2/: -f- 1 ^tt), 






aurait un nombre indefini de valeurs correspondantes aux diverses 
valeurs entieres de et, par suite, on ne pourrait plus admettre dans 
le calcul les notations 

((!))«, ((-!))“, ((a + 6/1^))“, . 

a moins de considerer chacune d’elles coinme propre a rcpresenlcr 
une infinite d’expressions imaginaires distinctcs les. unes des autres. 
Pour evitercet inconvenient, nous n’emploierons jamais les notations 
dont il s’agit que dans le cas oil la valeur numerique de a sera frac- 
tionnaire. 

Parmi les diverses valeurs de ((I))^ il en est une toujours 
positive, savoir, +i, que Ton indique par la notation (i)“ou i 
faisant usage de parentheses simples, ou meme les supprimant enti^* 
rement. Si I’on substitue cette valeur particulihre de ((i))** tlans la 
seconde des equations (aS), on obtiendra une valeur corres 
dante de 

((a + SyA— i))“, 

que 1 analogic nous porte a indiquer, a I’aide de parentheses si 
par la .notation 

(a + S/r7)«. 

C est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en sujiposanl 
a positif, et les quantites p, I determinees par les equations (a/j). 

(^7) (« -h € v/— 1)“=: p“(cos«£: -t- v'HT siiia^). 

Cette derniere equation ayant lieu toutes les fois que la valour nume- 
rique de a est entiere ou fractionnaire, I’analogie nous conduit encore* 
a la considerer comme vraie dans lo cas ou cette valeur nunieri(|in* 
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devlent irrationnelle. En consequence, nous conviendrons de desi- 
gner par 

le produit p‘*(coS(5eC-h \/^ i sinai^), dans le cas oii a sera positif, quelle 
que soil la valeur reelle attribuee a la quantile a. En d’autres termes, 
si Ton designe par X, un arc compris entre les limites --■> -t- on 
aura, quel que soit a, 

[p(cos? -t- — I sinC)J“=: p®(cosa^ -e y'— i sin«C), 

Si dans I’equation precedente on fait p = i, elle deviendra 

( 28 ) (cosC -f- \/— I sin?)“= cos«C -4- \/— f sin a?. 

Cette derniere formule est entierement semblable aux equations (10) 
et(i4) du § IT, avec cette seule difference qu’elle subsiste uniquement 
pour des valeurs de C comprises entre les limites — tandis 

que les equations dont il s’agit s’6tendent a des valeurs quelconques 
do 0. . 

Lorsque la quantile a devient negative, on ne voit plus, memo en 
supposant fractionnaire la valeur numerique de a, quelle est celle des 
valeurs de I’expression ((a ■+■ S i))'* que Ton pourrait distinguer 
des autres et designer par la notation 

(a+-Gv/^i)“. 

Mais alors, — a etant ,une quantite positive, il est facile d’6tablir, pour 
des valeurs quelconques de a, la formule 

( 29 ) (—a — p“(cosa^-l- y/^i sina?)- 

Nous twminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 
oil la valeur numerique de a devient fractionnaire, les formules (27) 
et (29) reduisent les equations (18) et(23) a celles qui suivent 

((« + 6 (a H_ 6 v/=:ir ((!))«, 

(( a § v/— 0)“ = (— a — 6 i)“ ((— 1 ))“, 


(3o) 

( 3 .) 
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I’equation (3o) ayant Lieu seulement pour des valeurs positives de la 
quantite a, et I’equation (3 j) pour des valeurs negatives de la memo 
quantite. 

§ V. — Applications des principes etablis dans les paragraphes precedents. 

Nous allons appliquer les principes etablis dans les precedents pa- 
ragraphes a la resolution de trois problemes sur les sinus et cosinus. 

Probl^me I. — Transformer sinms et cosws {rn designant un nornbre. 
entier quelconque') en un polynome ordonnd Suivant leS puissances ascen- 
dantes et entieres sin s, oudu rnoins en un produit forme par la multi- 
plication d’lin semblable polyndme et de coss. 

Solution. Lorsque dans les equations ( 12 ) du § II on remplace les 
puissances paires de cos.s par des puissances entieres de i — sin'i, 
ces equations deviennent, pour des valeurs paires de m, 

^ ^ f \ t)i — 2 

COSW2 3 = ( I — sin=3) ~ .. !i (, _ )~ sin^s 

1.2 ' 

, w(to — i)(m~ 2 )(m- 3 ) , . „ , 

rXM (i-sin= 3 ) - sin- 3 -..., 


Siam .5 


:cos:? — (i — sin^.s) ^ sin- 


/n(m i) (m — 2) . 




et, pour des valeurs impaires de m, 


cos m 


. = eos3 [(z - 

L 1.2 ^ 

,, w(m — i) (m — 2) (w — 3 ) 


ffl _ 3 


1 .2.3.4 


m — > 

(i — sin^^) 


■]' 


m 


™n! 

■smms = — (i --sin^^s)* ^ sin^ 


m ( m — i) ( m — 2 ) , . 

7“" g (i — sm^^) 


fn —Z 
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Si Ton developpe les seconds membres des quatre formules prece- 
dentes, ou du moins les coefficients de cos^ dans ces seconds mem- 
bres, en polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes et 
enti(3res de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de m, 


(0 


cos m z=:i ■ 


m m — I 


sirr 


I \ 2 ■ 2 

m{m — 2) r(m — i) (m — 3) m — i 3 3.i 


1.3 


2.4 


3.il . , 


. m{m f m — i 3\ . , 

sinm ;3 1=: coss — sms — 5 — ^ h ~ sm^s 

I 1.3 \ 2 2/ 


m{m. — 2 ) ( /n — 4) r( 0 ( — 3 ) 

7X5”“^ L ^4 


5.3 


2 2 


•^1 • 5 

—7 sm**:; — 

,i\ 




et, pour les valeurs impaires de m, 


{^) 




m — I [ m 1 \ « 

: coss I — !- - sin^s 

I V 2 2 , 


( m — I ) ( «? — 3 ) r ;?2 ( /n — 2 ) m Z 3 


1 . 3 


2.4 


-f- 


2 2 


sinm^ 


tn . m(m-—i)fm — 2 3 \ . . 

^ - + - sin^s 

I 1.3 \ 2 2/ 




sink's ■ 


-H 


m ( 771 — I ) ( m — 3 ) [" (m — 2) (m----4) Tn. — 2 5 5.3 


1.3.5 


2.4 


>.31 . 


Sink’s ■ 


Les equations (i) et ( 2 ) comprennent ^Yidemment la solution de la 
question proposee. II ne reste plus qu’a les presenter sous la forme la 
plus simple. Pour y parvenir, il sufBra d’observer que le coefficient de 
chaque puissance entiere de sins renferme generalement une somme 
de fractions a laquelle I’equation (5) du Cliapitre IV (§ HI) permet de 
substituer une fraction unique. Par suite de cette reduction, les deve- 
loppements de cos/ws et de sinwzs deviendront, pour des valeurs paires 
de m, 


(3) 


m.m . . — 

cos mz = f- — sm*s + 

rm 4-/^U/^^ + 2)w^■»^(m — 2)(wt — 4) ^j^6, 


1 .2. 3. 4*5. 6 
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et 


siiiOT-s = COS5 — sin 


( 4 ) 


[ ni . 
7 sir 


-4- 


( m -h 2 ) m ( m — 2 ) . . 

i i sm^ ^ 

1 . 2.3 

( /n 4 ) ( -H 2 ) m {m — 2 ) ( m — - 4 ) • 


I. 2 , 3 . 4 . 5 


sirr 




et, pour des valeurs impaires dc/n. 


(5) 


(6) 


I cos'ms = COS3 • 


{m -+■ i) (rn — i) . 


1.2 


sin== 


(ff2 + 3)(7?2+i)(m — i) (w — 

1 . 2 . 3. 4 ■ “ 




sinm: 


• sin^ — 


4- 


( 7?z 4- 1 ) m {m — I ) 
* 1.2.3 


sia"* 


( 4 - 3 ) ( m 4- 1 ) ( m — i ) ( /?? — 3 ) 


f .2.3.4.5 

Corollairel. — Si dans Tequation (3) on fait successivement 

rrizzi^^, mzzzGy ..., 

on obtiendra les suivantes : 


(7) 


C 0 S 2 s=:i— 2 Sin^<<r, 

cos4^ = j— 8sin2x>4- Ssin^^y 
cos6;jzin — iSsin^^ 4-48 32Sfn®i, 


Corollaire IL — Si dans Tequation (6) on fait successivement 
m = i, m = 3, mzzz5, . . . , 


on en tirera 
( 8 ) 


sin .s™ sin^j, 

sin 3 : 5 r =:3 sin-s — 4 sm^ 5 , 

sin5,s zr 5 sinj 3 — 20 sin^;s -h 16 sin^^j, 


ProblemeII. Transformer sin et tosmz (^m designant un nombre 
entier quelconque^ en unpolyndme ordonne suwant les puissances ascen- 


PREMlfiRE PARTIE. - CHAPITRE VII. 199 

dantes et enlieres de coss, ou du moins en un produit forme par la mul- 
tiplication d’un semhlable polyndme et de sins. 

Solution. — Pour obtenir les formules qui resolvent la question pro- 
posee, il suffit de remplacer, dans les equations (3), (4). (5) et (6), 
- par - — s, et d’observer en outre, qu’on a, pour des valeurs paires 
de m, 

\ m 

cosf w- j == (— i) cosms, 

sin — (— i)*’^'sinTO5; 

et, pour des valeurs impaires de m, 

COS f — ms j = (— t) ^ sin ms, 
sin f — msj=i:( — i) ^ cosms. 

On trouvera de cette maniere, si m est un not^bre pair, 

(m 2 )m.m(m — 2) 


(9) 


^ m . m 

\ 2 c*(\Q. m r. I — COS“S 


(— i)‘^cosms sn I ■ 


COS* 


2 1.2.34 

(m + 4)(wH-2)m.m(w — 2)(m — , 

^ -T . • • j 

1 . 2 . 3 . 4 • 5 . 6 


.^•+1 . . \m 


(lO) 


(u) 


( 12 ) 


(— i)‘^ sin ms == sins cos s 

et, si m est un nombre impair, 

[ 


1.2.3 


(m — (m — 4) 

1 . 2 . 3 . 4 • 5 


cos’* 


. r (m + i)(m — i) , 
(— i) ^ sin7?is =3 sms I I cos 4 


(-— i) ^ cosms = — • coss — 


(mH-3)(m-HT)(m — t) (m-~3) ^ 
"" ^ I .2.3.4 


cos* 


l .2.3 


(m-+-3) (m-hi) m(m — i) — 

______ .V. 
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Corollaire /: 

■— Si dans la formule (9) on fait successivement 


mz=2, m 4, 772 =r 6, . . . , 

on obtiendra les suivantes : 

1 

— C0S2 2 

(•3) 

C0S43=ri’ — 8 COS®S + 8 cOS‘ 3 , 

— COS 63 = 1 — 18 C 0 S ^3 + 48 cos ‘3 — 32 cos® 3 , 

Corollaire IL 

Si dans 1 equation (12) on fait successivement 


m—.i, /n = 3, m—5^, 

on en conclura 

/ cos 3 = C0S3, 

(i4) 

1 — cos3s = 3cos 3 — 4 cos® 3 , 

1 


cosSs = 5 C0S3 — 20 C0S=3 -t- l6 cos®^. 


PnOBLiiME ni. — Expnmer les puissances entieres de sin3 et de coss en 
fonction lindaire des sinus et cosinus des arcs s, 3s, 

Solution. — On resout facilement ce probleme, en ayant egard aux 
proprietes des deux expressions imaginaires.conjuguees 

C0S3 v/^*sins, C0S3 — y/I^sins. 

Si I’on d6signe la premiisre par u, et la seconde par v., on aura 

2 COS;? — u id, 2 \J~— j sin^ — u — 

En elevant les deux membres de chacune des equations precedentes 
^ pu issance entifere du degre m, les divisant ensuite par 2 ou par 
2 V— I, puis efFectuant les reductions indiquees par les formules 

- cos/i^, — — r — sinnz, ® 

dont les deux dernieres subsistent pour des valeurs entieres quel- 
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conques de n, on trouvera, si m represente un nombre pair, 


m / \ 

2^-1 cosmi; h cos(^m — 


(i5) / 


T .2 ^ 


1.2.3... 


(— i)‘^ 2'^*”^ sin"*^ = cos/?2^ — - cos (772 — ‘i.z) 


/n(m — i) / j \ 

— — i\.z) 


^ m(m — i)... ( — -hi 


et, si m represente un nombre impair, 


771 / \ 

2m-l COS"*^ ■= COS7725 H COS (^772 — 


772(772 — 1) / r \ 

— COS\772 — 4 .^) 


772(772 — l) . , 


772 -h 3 


.2.3... 


(— 1 ) 2 2'"~‘sm'”xr=:Sin772^J— ^810(^772 — 2 . 2 ) 

772(772 — 1 ) . /- 7 \ 

_j i — L\,z) 


772(772 — l) . . . 


772 -h 3 


.2.3...- 


Corollaire L — Si dans la formule (i5) on fait successivement 

772 zz: 2 , 772 zz: 4, 772 z:= 6, . . . , 

ORupres de C. — S. II, t. III. 
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on en conclura 

2 cos®- = C0S2-S + I, 

8 cos^- 5 =rcos 4 -s 4 - 4 cos 2 ^ 4 - 3 , 

32 COS®^ =: COS6- 4- 6 COS4-S 4“ l5 C0S25 4- 10, 


On arriveraitaux memes equations, si Ton cherchait a deduirc dos for- 
mules (i 3 ) les valeurs successives de 

COS®-, ■ cos^:?, cos^-, ... 

en fonctions lineaires de 

cos 2 5, cos 4^, cos 6^, .... 

Corollaire II. - Si dans la formule (i6) on fait successivement 

“'I 

m=z 2 , m rr 4, rn r=: 6, - . . , 

on obtiendra les equations 

2 sin®5 zz: cos 2 5 — I, 

8sin^5=z:cos4^ — 4 cos25 4- 3, 

32 sin® .5 zn cos 6^ — 6 cos 4-2 4- i5 cos 2 - — 10 , 


que I on pourrait egalement deduire des formiiles (7), par I’elimina- 
tion des quantites 

sin®^, sin^^r, sin®^, .... 

Corollaire III. — Si dans ia formule (17) on fait successivernent 

m — i, mzzi 3 , m=z5, 

on en conclura 

cos 5 =:COS.S, 

4 COS^- 3= cos 3- 4- 3 cos 5, 
to COS^^ HZ cos 5 5 4- 5 COS 3- -4 10 COSiJ, 
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On arriverait aux memes equations, si I’on cherchait a deduire des 
formules (i4) les valeurs successives de 

COSS, COS^S, COS®5, ... 

en fonctions lineaires de 

COSS, COS3iJ, COs5;S, .... 

Corollaire IV. — Si dans la formule (i8) on fait successivement 

m zzz T , m = 5, . . . , 

on obtiendra les equations 

sins nr sins, 

4 sin®s — sinSs — 3 sins, 
i6 sin^s rrr sin5s — 5 sinSs h- io sins, 

• • • , 

que Ton pourrait egaleinent deduire des formules (8) par I’elimina- 
tion des quantites 

sins, sin’^, sin's, .... 





I 
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CHAPITRE VIII. 

DES VABUBLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIBES. 


§ I. — Considerations generates sur les variables et les fonctions 

imaginaires. 

Lorsqu’on suppose variables les deux quantites reelles u, o, ou au 
moins Tune d’entre elles, I’expression 

\ 

U 4 - i 

est ce qu’on appelle une variable imaginaire. Si, de plus, la variable u 
converge vers la limite U et la variable 9 vers la lioiite V, 

U4-V\/:=7 

sera la limite vers laquelle converge Texpression imaginaire 

—I , 

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 
donnee, apres avoir ete considerees comme reelles, sent ensuite sup- 
posees imaginaires, la notation a Taide de laquelle on exprimait la 
fonction dont il s’agit ne pent etre conservee dans le calcul qu’en 
vertu de conventions nouvelles propres a fixer le sens de cette nota- 
tion dans la derniere bypothese. Ainsi, par exemple, en vertu des 

conventions etablies dans le Chapitre precedent, les valeurs des nota- 
tions 

a — Xy ax. — 

se trouvent compl^tement determinees dans le cas oil la constante a (d 
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la variable x deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idees, 
que, la constante a restant reelle, la variable x reqoive la valeur ima- 
ginaire 

a + =p(cos0rl-\/ — isin0), 

a, 6 exprimant deux quantiles reelles qui peuvent etre remplacees par 
le module p et I’arc reel 0. On conclura du Chapitre VII (§§ I et II) que 
les quatre notations 

a 

a-i- X, a — X, ax, ■ — 

designent respectivement les quatre expressions imaginaires 

(2-4- pcos0 + psin0\/ — 1 , 
a — pcosd — psin0\/— i, 

ap COS0 + ap sin0^ — i, 

- cos 9 — - sin 6 {/— 1 , 

PP 

ou, en d’autres termes, les suivantes : 

a-h oc-h 6\/ — I, ‘a — « — 6y/ — i , a<x-ha$\/ — i, 

aa. aS ■ 

a} H- 6- ’ 

En general, on fixera sans difficulte, par le moyen des principes etablis 
dans le Chapitre VII, les valeurs des expressions algebriques dans les- 
quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liees 
entre elles par les signes de I’addition, de la soustraction, de la mul- 
tiplication ou de la division; et Ton reeonnaitra sans peine que ces 
expressions conservent toutes les propri6tes dont elles jouiraient si 
les variables et constantes qui s’y trouvent comprises etaient reelles. 
Par exemple, si Ton d6signe par 

plusieurs variables soil reelles, soit -imaginaires, on aura, dans tons 
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les cas possibles, 


(0 


■X -hy -h ^ -h . . . — 

™ ^ ~f- JK "f- 5 Hr- . . . — u — (j — pp — . . . , 

-h- y ~h s -h . . .) = aa^ -h uy -4- -s -h . . . , 
X y H- z , X y 


X Y z 
7 X ^ X - X. . 
u w 


u u 
xyz. . . 


■ • • • 5 




X 

u 

9 


vx 

a 


9 

— X X, 


Considerons maintenant la notation 

X^, 

dans le cas ou, la constante a restant reelle, la variable x obtient la 
valeur imaginaire 

a H- 6 \/— I zz: p(cos0 H- — jsin0). 

Si I on prend pour a une quantite dont la valeur numerique soit un 
nombre entier m, cette meme notation, savoir 

X^ zzr x^^^^ 

aura, pour des valeurs reelles quelconques de a et de S, une significa- 
tion precise. Elle representera I’expressibn imaginaire 

p™ cos w 0 -H P'" sin m 6 , 

si a = -f- m, et la suivante 

p-'" cos m e — p-"* sin m e , 

[(wjrle Chapitre VII, § II, equations (i8) et (19)]. Mais, 
toutes les fois que la constante a, recevra une valeur numerique frac- 
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tionnaire ou irrationnelle, la notation 

n aura plus de valeur precise et determinee, a moins que la partie 
reelle a de I’expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas 
particulier on fait 

^ — arc tang- , 
a 

I’arc ‘C restera compris entre les limites — -t- et, en ecrivant x 

ail lieu de a H- S\/— i dans le § IV du Chapitre VII [(equations (17) et 
(27)], on trouvera 

a; =p(cos? 4 -v/^sinC), 

,2:“=:; p“(cosaS + \/— 1 sinaC), 

en sorte que la notation x“ designera I’expression imaginaire 

p“ cosa?+ p“ sina?\/— I . 

II suit encore des conventions et des principes ci-dessus etablis 

(Chap. VII, §§ III et IV), que, pour une valeur numerique fraction- 

naire de la constante a, la notation 

% 

({^))“ 

represente a la fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valeurs 
sont donnees par les deux formules 

(( 0 ;))® = a.-“((i))“, ((i))®== cosaAaTri y'' — i sin2/i-a7i:, 

. lorsque la partie reelle a de I’expression imaginaire a? est positive, et 
par les deux suivantes 

((x))«=(-.r)« ((-!))«, 

((—1))®=: cos(2 4- i)aw ±\/— I sin (2 A -1- i)a 7 r, 

lorsque la quantite a devient negative [(voi>, a ce sujet, dans le § IV du 
Chapitre VII, les equations ( 25 ) et (26)]. La meme notation ne pent 
plus etre employee dans le cas ou la valeur numerique de a devient 
irrationnelle. 
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Les expressions de la forme 


conservent les memes proprietes pour des valeurs reelles et pour dcs 
valeurs imaginaires de la variable, tant que I’exposant a pour valeur 
nuoierique un notnbre entier; mais ces proprietes ne subsistent plus 
que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient, par 
exemple, 




; oc" -t- 6" / — ] , 


plusieurs expressions imaginaires, qui se reduiront a des quantiles 
reelles si fi, 6', s’evanouissent. Designons, en outre, par a, h, c, ... 
des quantites reelles quelconques, dont les valeurs nuineriques soient 
fractionnaires au irrationnelles, et par m, m', m", . . . plusieurs nom- 
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes dtablis 
dans le Chapitre VII, 


( 2 ) 


^m' ^ 

^—m" ^ ^ 

^ ^ ^ 


chacun des nombres m, m, m", . . . devant etre alfecte du memo 
dans les deux membres ; 


( 3 ) 

( 4 ) 


y7n ^in . , . — (^xyz. . 

= {xyz. . 

(^/n yyx> ^ 

( y-m' — ^ ^—mm' 




n,e 




On trouvera, au contraire, que des trois formules 


( 3 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 


X^ X^ . . ^ 

x^ y^ z^ . , .z=. {xyz . . 


{x^y=z X 


ab 


la premiere subsiste uniquement toutes les fois que la partie 
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de I’expression imagiriaire x 6st positive; la seconde, toutes les fois 
cjiiOj oc, oc , oc ) . . . etant positifsj la soninie 

^ 6 §' 6 " 
arc tang - H- arc lang + arc tang -j + . . . 
a ° (x' ° a" 

reste comprise entre les limites — et la derniere, toutes les 

fois que, a etant positif, le produit 

6 

a arc tang- 

a 

est compris entre ces memes limites. 

Les conventions faites dans le Chapitre VII ne sulBsent pas encore 
pour fixer d’une mani'ere precise le sens des notations 

A®, Lx, sina;, cosa;, arcsina;, arccosa:, 

dans le cas ou la variable x devient imaginaire. Le moyen le plus 
simple d’y parvenir etant la consideration des series imaginaires, nous 
renvoyons ce sujet au Chapitre IX. 

D’aprbs ce qui a ete dit ci-dessus, toute notation algebrique qui 
renfermerait, avec les variables x, y, z, ... supposees reelles, des 
constantes imaginaires, ne peut Mre employee dans le calcul que dans 
le cas oil, en vertu des conventions etablies, elle aurait pour valeur 
line certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dans 
laquelle la partie r6elle et le coefficient de \/— i sont necessairement 
des fonctions reelles des variables x, y, z, ..., est ce qu’on appelle 
une fonction imaginaire de ces memes variables. Ainsi, par exemple, 
si I’on designe par 6t)(_(ai) deux fonctions reelles de x, une fonc- 
tion imaginaire de cette variable sera 

Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction a 1 aide d une 
seule caract6ristique w, et nous ecrirons, en consequence, 

Cj(a7) = <p(^») -t- x(^) * • 

OEuvres de C. — • S. U, t. III. ^ 
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PareiHement, si Ton designe par 3, . . z, . . 

fonctions reelles des variables £c,y, z, . . 

m{x,y,z,...) = cc,{x,y,z, y, s, '...) 

sera une fonction irnaginaire de ces diverses variables. 

La fonction irnaginaire 


.) deiix 




prend le nom de fonction algehrique, ou exponentielle, ou logarith- 
mique, ou cireulaire, etc., et, dans le premier cas, le nom de fonction 
rationnelle ou irrationnelle, entiire ou fractionnairc, etc., toutes les fois 
que les fonctions reelles cf(x, y, z, . . .), s, . . .) jouisscnt I’une 

et I’autre des proprietes que suppose le nom dont il s’agit. Ainsi, en 
particulier, la forme generale dmne fonction irnaginaire et lineaire 
des variables x,y, z, ... sera 

(a -h dx -h c/-t- ds + + i^a' -\-b' X -t- c' y d’ z 

OU, ce qui revient au meme, 

(a -+- a' + (6 -f. 6yir7)a; -+- (c -f- cV^)j -4- (rf + -t- , 

a,b,c,d, . . ., a', b', c' , d' , ... designant des constantes reelles. 

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, comme 
parmi les fonctions reelles, celles qu’on nomme explicites, et qui sont 
immediatement exprimees au moyen des variables, de celles qu’on 
nomme implicites, et dont les valeurs determinees par certaines equa- 
tions no peuvent etre explicitement connues qu’apr^s la resolution 
des equations dont il s’agit. Soit 

* T^{x) ou Ts{x, y,z, . ..) 

une fonction irnaginaire implicate determinee par une seule equation. 
On pourra representer cette fonction par u-y v\j~— i , u, v designant 
deux quantiles reelles; et, si dans I’equation irnaginaire qu’elle doit 
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11 + 

apres avoir developpe les deux membres, puis egale de part et d’autre 
les parties reelles et les coefficients de V— i » on obtiendra deux equa- 
tions reelles entre les fonctions inconnues u et i>. La resolution de ces 
dernieres equations, lorsqu’elle pourra s’effectuer, fera connaitre les 
valeurs explicites de u et de f', et, par suite, la valeur explicite de 
I’expression imaginaire 


Pour qu’une function imaginaii’e d’une seule variable suit conaplfete- 
ment determinee, il est necessaire et il suffit que de chaque valeur par- 
ticuliere attribuee a la variable on puisse deduire la valeur correspon- 
dante de la function. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 
la fonction donnee en obticnt plusieurs differentes les unes des autres. 
Conformement aux conventions precedemment admises, nous designe- 
rons ordinair^ement ces valeurs multiples d’une fonction imaginaire 
par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple. 


V(7 coss + \/— I sins 


ou 


((coss -h I sins))" 

indiquera Tune quelconque des racines du degre n de I’expression 
imaginaire 


cos; 


I sins. 


§ II. — Sur les expressions imaginaires infiniment vetites 
et sur la continuile des fonctions imaginaires. 

One expression imaginaire est appel^e infiniment petite, lorsqu’elle 
converge vers la limite zero, ce qui suppose que, dans I’expression 
donnee, la partie r6elle et le coefficient de convergent en meme 
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temps vers cette limite. Cela pose, representons par 

a -4-6v ^— 1 = p(cos5 +\/— I sin0) 

une expression imaginaire variable, a, S designant deux quautites 
reelles auxquelles on peut substituer le module p et Tare r6el 0. Pour 
que cette expression soit infiniment petite, il sera evidemment neces- 
saire et suffisant que son module 






soit lui-meme infiniment petit. 

Une fonction imaginaire de la variable x supposee reelle est appelee 
continue entre deux limites donnees de cette variable lorsquc, entre 
ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-m^.me. 
II en resulte que la fonction imaginaire 








imsisf 




?(•*) 

I 

sera continue entre deux limites de x si les functions r6elles 
’iix) restent continues entre ces limites. 

On dit qu’une fonction imaginaire de la variable x est, dans lo v< 
sinage dune valeur particuliere de x, fonction continue de cette 
variable toutes les fois qu’elle reste continue entre deux limites mfeme 
tres rapprochees qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu une fonction imaginaire de la variable x cesse d’dtre 
continue dans le voisinage d’une valeur particuliere de cette variable, 
on dit qu elle devient alors discontinue, et qu’il y a pour cette valeur 
particuliere, solution de continuite. , 

En partant des notions qu’on vient d’etablir relativement a la con- 
tinmte des fonctions imaginaires, on reconnaitra facilement que les 
theoremes I, II et III du Chapitre II (§ II) subsistent dans le cas 

nil Ton remplace les fonctions reelles 






/(^) et ...) 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VIII. 213 

par des fonctions imaginaires 

®(^) v'— ‘ + I' 

On pent, en consequence, enoncer les propositions suivantes : 

THEORtiME I. — Si les variables rdelles x, y, s, ... ont pour limites les 
quantiles fixes et determinees X, Y, Z, et que la fonction imagi- 
naire 

soil continue par rapport a chacune des variables x, y, &, ... dans le voi- 
sinage du systeme des valeurs particuliSres 

,x- = X, J=Y, s — Z, 

^(x,y, s, ...) -h x(^>7* -s. . • ■) \/— I aura pour limite 
9(X,Y,Z. ...) + x(x,y,z, ...)v/^, 
ou, si I’ on fait, pour abrdger, 

(j>(x,f,s, z, ...)\J'^i = rs5{x,y,z, ...), 

vs{x,y,z, aura pour limite 

Tij(X,Y,Z, ...). 

TufiORfeME II. — Designons par x,y, z, ... plusieurs fonctions reelles 
de la variable t, qui soient continues par rapport a cette variable dans le 
voisinage de la valeur reelle Z = T. Soient de plus X, Y, Z, ... les valeurs 
parliculidres de x, y, z, ... correspondanles a t = 'Y, et supposons que, 
dans le voisinage de ces valeurs particuUires, la fonction imaginaire 

rn{x,y,z, . . .)=:<^{x,y,z,-. . .)-\-x{,x,y,z, ...)\J—i 

soil en mime temps continue par rapport a par rapport a y ^ par rap- 
port a z, etc, ; u(x,y, 5 , . . considiree commeune fonction imaginaire 
de t, sera encore continue par rapport a t, dans le voisinage de la valeur 
particuliere t = li. 

Si, dans le theorfeme precedent, on reduit les variables x, y, s, . . . 
a une seule, on obtiendra Tenoned suivant : 
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TheorIme III. — Supposons que dans V expression 




la variable x soil fonction reelle d’une autre variable t. Concevons de 
plus que la variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la 
valeur particuliere t = T, et cs(x) fonction continue de x dans le voisi- 
nage de la valeur particuliere a; = X, correspondante dt — H. L’ expres- 
sion imaginaire rs{x), consideree comme une fonction de t, sera encore 
continue par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur par- 
ticuli^re / = T. 


§ III. — Des fonctions imaginaires symetriques, 
alternees ou homogenes. 


En etendant aux fonctions imaginaires les definitions que nous 
avons donnees (Chapitre III) des fonctions symetriques, ou alter- 
nees, ou homogenes de plusieurs variables x, y, z on recon- 

nait immediatement que 


est une fonction symetrique, ou alternee, ou homogene du degre a 
par rapport aux variables x.y, z, lorsque les fonctions reelles 

9 (^, 7 , 3 , ...), x{x,y,z, ...) 


sont I’une et I’autre symetriques, ou alternees, ou homogenes du 
degre a par rapport a ces memes variables. 


§ ~ les fonctions imaginaires et entiires 

d une ou de plusieurs variables. 


En vertu de ce qui a ete dit ci-dessus (§ I), 


9(«) +%(«)\/— I 


)(«,/, 2, .. .)-4-x(«.7, -s, i 
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sont deux functions imaginaires et entieres, I’une de la variable rr, 
I’autre des variables x,y, z, . . . , lorsque 

9(*) et 

sont des fonctions reelles et entieres de ces memes yariables. Par 
suite, si Tsi^x') represente une fonction imaginaire et entiere de la 
variable x, la valeur de ts{x) sera determinee par une equation de 
la forme 

= 'P(^) v/— ' 

= «o-+- ai.2? + biX^b.x^ + ...)\f^i, 

«o» /-'of bit ••• designant des constantes reelles. On 

conclura de cette equation, en reunissant les coefficients des puis- 
sances semblables de x, 

(i) !iT(a.') — (^0+ ^ov/— i) H- (ai-h b^\f^i)x + (flj-H - 

Pour que la fonction iz{x), determinee par la formule precedente, 
s’evanouisse avec x, il faut que I’on ait 

^0 + ^0 \/ — I = o, 

c’est-a-dire a^ = o Qi b^ = o, auquel cas la valeur de n;(a7) se reduit a 

(a,-i- 6, \/— i).« -1- b^sf^i) x^ ^ . . . 

= j;[a, -+- y/— 1 +{ai+ b^\j— i)x + . . 

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiere de la variables;, lorsqu’elle 
s’evanouit avec cette variable, est le produit du facteur x par une 
seconde fonction de la mfime espece ou, en d’autres termes, est divi- 
sible par X. En partant de cette remarque, on etendra facilement les 
th6oremes I et II du Chapitre IV (§ I) au cas oil les fonctions entieres 
qui s’y trouvent mentionnees sont en meme temps imaginaires. J’ajoute 
que ces deux th^oremes subsisteront encore si Ton y remplace les 
valeurs particulieres et reelles attributes A la variable x, telles que 
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par des variables imaginaires 

<Xo ■+- ^0 \/“ ^ 4- y/ — 1 , 0C2-+- — I , .... 

Pour demontrer cette assertion, il suffit d’etablir Jes deux proposi- 
tions suivantes : 

Theoreme I. — Si une fonction imagiaaire et entiere de la variable x 
s emnouit pour une valeur particuliire de cette variable, par exemple 
pour 


cette fonction sera dinsihle algehriquement par 


Demonstration 


la fonction imaginaire dont il s^agit. Si Ton y fait 

X nz ao 4- §0 \J — I -I- 

5 designant une nouvelle variable, on obtiendi 
resultat de la substitution une fonction imaging 
savoir 


et, comme cette fonction de z devra s’evanouir 
dura aue 


est divisible 


Corollaire L — La proposition precedente subsiste dans le cas 
oil la fonction y^{x) s’evanouit, c’est-a-dire dans le cas oil ^(ir) 
reduit a une fonction reelle ©(£c). 

CoroUaire IL — Le theoreme precedent subsiste encore lorsqu' 
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suppose S = o, et par cons^uent lorsque la valeur particuliere attri- 
buee a la variable x est reelle. 

Tn^ORiME 11. — Si une fonction imaginaire et entiire de la variable x 
s emnouit pour chacune des valeurs particulieres de x comprises dans la 
suite 

ocoH- 6o sj — 1 9 — I, ^2 4- ^2 V^— I > •••> 1 

n designant un nombre entier quelconque^ cetle fonction sera equivalente 
au produit des facteurs 

x — X — ocj — 01 \/— I, x — a^ — ^2 \/— ^ > —•y *3? — \/— 1 

par une nomelle fonction imaginaire et entiire de la variable x. 
Demonstration. — Soit 

OT(a;) = 9(a;) + x(a!) V^— I 

la fonction proposee. Gomme elle doit s’evanouir pour 

a; = ao 4- 60 i , 

elle sera, en vertu du theor^me I, algebriquement divisible par 

a; — §0 V^— i; 

et Ton aura, en consequence, 

(2) cj(aj) — (a; — (Zo— SoV^— t)Qo, 

Qo designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable X. La fonction xs{x) devant s’evanouir encore lorsqu’on sup- 
pose 

a: = ai4-6jv/^* 

cette supposition reduira necessairement a zero le second membre de 
I’equation (2), et, par consequent, I’un des deux facteurs qui le coiU- 
posent (voir le Ghapitre VII, § II, theoreme VII, corollaire II). De 
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plus, comme ie premier facteur 


ne peut devenir nul pour 


taut que les valeurs particulieres 


sont distinctes 1 une de I’autre, il est clair qu’en attribuant a a; la se- 
conde de ces deux valeurs, on devra reduire a zero la fonction entiere 
Q„, et, par suite, que cette fonction entifere sera divisible algebrique- 
ment par 


On aura done 


cette supposition reduit necessairement a zero le second membre de 
1 equation (3), et, par consequent, I’un de ses trois facteurs; 2 “ que 
le facteur reduit a zero ne peut etre que la fonction entiere Q,, tant 
que les trois valeurs particulieres de x, designees par 


^0 ^0 \/ ^ , ^1 1 , OC2 ^2 t/”" ^ , 

sont distinctes Tune de I’autre; 3“ que la fonction entiere Q,, devant 
s’evanouir pour 

a: = as -f- §2 v/— I , 
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est algebriquement divisible par 

X — aj — §2 ^ — I . 

On aura, par consequent, 

Qi=('» — Ota— Qs 

et, par suite, 

(4) m(_x) = (ar — aj— So y/— i) (j; — ai — S, i) (a; — aj— Sj \j— i) Q,, 

Qa designant encore une fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable X. En continuant de la meme maniere, on finira par reconnaitre 
que, dans le cas ob la fonction entiere ts{x) s’evanouit pour n valeurs 
dilf6rentes de x, respectivement designees par 

«o-l-So\/— >. ctiH-SiV/— aj-t-Say/— I, ..., ««_, -t- S„_i y/— i , 

on a necessairement 

(5) cT(a;) = (a; — «o— 6o\/^) (a; — ai— Sjy/— i) (a; — aj — S 2 y/^).-.(^ — ««-i — 6«_iy/— i)Q, 

Q designant une nouvelle fonction entibre de la variable x. 

II est a peu pres inutile d’observer que le theorbme precedent sub- 
siste lorsqu’on suppose 

X(a:) = o 

ou bien 

6o=0, 

c’est-a-dire lorsque la fonction w(aj) ou les valeurs particulibres attri- 
buees a la variable x deviennent reelles. 

A I’aide des principes etablis dans ce paragraphe, on demontrera 
sans difficulte que, dans le Chapitre' IV (§ I), les theorbmes III etIV, 
avec la formule (i), peuvent etre btendus au cas oil les fonctions et les 
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulieres 
attribuees aux unes et aux autres. On prouvera de meme que les pro- 
positions I, II et III, avec les formules (i) et ( 2 ), dans le § II du Cha- 
pitre IV, et les formules ( 2 ), (3), (4), (5), (6) dans le § III du meme 
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs' reelles ou imagi- 
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, pai 
exemple, on reconnaitra, en particulier, que I’equation (6) du § IJI, 
savoir 

I (a; + .r)'^ _ ^ 


a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables x 


ts(x') — o(x) ^ — I ^ (if) 

une fonction imaginaire continue de la variable x, f(a 
signant deux fonctions continues, mais reelles. La foncti 
w(ir) sera completement determinee, si elle est assujef 
pour toutes les valeurs reelles possibles des variables 
des equations 

(2) +7) = nj(a?) X a)r(j), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives de 
riables, I’une des equations suivantes : * 


Nous aliens resoudre successivement ces i 
nous fournira quatre problfemes analogues a c 
traites dans le § I du Chapitre V. 

Probl^me I. — Determiner la fonction ima^ 
quelle reste continue entre deux limites reelU 
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viable X, et que I on ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

(0 5j(a;4-j) = nj(a:)-i- 5j(y). 

Solution. — Si, a I’aide de la formule 

on remplace dans Tequation (i) lafonction imaginaire ct par les fonc- 
tions reelles 9 et cette equation deviendra 

<p(« +r) •+■ x(^ -+-7) \/^ = ?(«) -1- x(®) + 9(7) + x( 7 ) v/”; 

puis Ton en conclura, en egalant de part et d’autre les parties reelles 
et les coefficients de x , 

9 (^+7) = ?(•*') + ?(/). 

l{x -1-7) =x(^) -l-x( 7 )- 

On tirera de ces derniferes formules {voir le Chapitre V, § I, pro- 
blfeme I) 

x{x)=xx{i) 

et, par suite, 

(5) OT(a;)=a;[9(i)-+-x(i)\/^] 
ou, ce qui revient au m^me, 

( 6 ) xs{x) = xis{i). 

II suit do I’equation (5) que toute valeur de propre a resoudre 
la question proposee est necessairement de la forme 

( 7 ) V3{x) = {a-^b\j—i)x, 

a, b designant deux quantit^s constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de ^(a;) verifie I’equation (i), 
quelles que soient les deux quantit^s a et b. Ces quantites sont done 
deux constantes arbitraires. . 


222 


COURS D’ANALYSE. 


On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de 
il suffit de remplacer, dans la valeur de f(a;) que fournit requation (7) 
du Chapitre V (§ I), la constante arbitral re et reelle a par la constante 
arbitraire, mais imaginaire, 

a->r b \J— I. 

PaOBitME II. — Determiner la fo action imaginaire xsi^x') de manUre 
quelle reste continue entre deux limites reelles quelconques de la va- 
riable X, et que Von ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

(2) +y)z=vs{x)vs{y). 

Solution. - Si dans I’equation (2) on fait x = o, on en tirera 

5t(0) = I 

ou, ce qui revient au meme, a cause de la formule 
rss{x) = <^{x)-hx{x)\[Vri, 

9(o) = ‘» x(o)=o- 


et, par suite, 


La fonction c^{pc) se reduira done a Tunite pour la valeur particuliere o 
attribuee a la variable x; et, puisqu’on la suppose continue entrtf 
des limites quelconques, il est clair qu’elle sera, dans le voisinage de 
cette valeur particuliere, trfes peu differente de Tunite, par consequent 
positive. On pourra done, en designant par a un nombre tres petit, 
choisir ce nombre de maniere que la fonction 9 (a?) reste constamnient 
positive entre les limites 


a? 0, 


X=:(X, 


Cette condition etant remplie, comme la quantite (p(a) sera elle-memcs 
positive, si Ton fait 


p = \/cp(a)» + x(a)S ? = 


arc tang 


x(«) 

?(«)’ 


on en conclura 

= + = p(cosC + ^sinO. 
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Concevons maintenant que dans I’equation (2) on remplace succes- 
sivement y par y -h z, puis z par s -1- m, . . . , on en dMuira 

-t-y + s +. . .) = 5 j(a;) zjj( j) 55(3) 

quel que soit le nombre des variables x,y,z, . . . ; si, de plus, on de- 
signe par m ce meme nombre, et que Ton fasse 

I’equation que Ton vient de trouver donnera 

7z{moc) = [cj(a)]'”=p'“(cosw? + (^=7 sinm?). 

J’ajoute que la formulc 

TO ( m a ) = p '« ( CO s m ^ s i n w ? ) 

subsistera encore si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou m^me par un nombre quelconque [Ji. C’est ce que Ton prou- 
vera facilement ainsi qu’il suit. 

Si dans I’dquation (2) on fait 


X— - a, 
2 


•' 2 


on en tirera 


I'to^^k^J =TO(a) =rp[cosC -1- y/— I sin?]; 


puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de maniere 
que les parties reelles soient positives, et observant que les deux 
functions f (a?), cosa? restent positives, la premiere entre les limites 
a? = o, ic == a, la seconde entre les limites a? = o, a; = C, on trouvera 

to(^ a) y /- 1 = p^ (^cos | -h sin | 

De meme, si dans I’equation (2) on fait 


^=4“’ 


7 = 5 «, 


m 
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on en tirera 


/I \ /I ' 

rnl yoi) =CT -a 

\4 yj Va y 


:p'(^cos| +v/— I 


puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de manibre 
a obtenir des parties reelles positives, 


Par des raisonnements semblables, on etablira successivement les for- 
mules 

^(|«) (cos^ +v/=^sin|), 


et, en general, n designant un nombre entier quelconque. 


r««)=p'“ cosi-c)+\/= 


'Sin -? 


Si 1 on opere sur la valeur precedente de pour en deduire celle 


comme on a opere s'ur la valeur de ^(a) pour en deduire 


celle de vsimcn), on trouvera 


i a) = p- [cos , sin ( ?)] , 


ou, ce qui revient au meme, 


r7,« \/-^ = p' 




r,0H-v/— ‘sinf^S 


et, par suite, 




X 5«Hp^-rsinr^?Y- 
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puis, en supposant que la fraction — varie de maniere a s’approcher 

indefiniment du nombre p., et passant aux limites, on obtiendra les 
equations 

?(P«) = p’^cosfxC, x(F«) = P'‘sinfA^, 

desquelles on conclura 

(8) CT(fJia) r:pl^(cOSfX^ 1 SinfjL^. 

De plus, si dans I’equation ( 2 ) orl pose 

x = — (xa. 


on en tirera 

Cj( — pt«) : 


= p-l‘[cos(- |x?) 4- \/- 1 sin(- fxC)]. 


La formule (8) subsistera done lorsqu’on y remplacera p par — p. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs reelles quelconques posi- 
tives ou negatives de la variable x, 

( 9 ) nj(a£c) = p“[cos?a: + v/^sin?a:] = [cj(«)]“. 

Si dans cette dernifere formule on ecrit — au lieu de x, elle deviendra 


et si Ton fait ensuite, pour abreger. 


:A, 


- = b, 
a 


(ti) 

on trouvera 

(li) ro(a;) = A®(cosft.'c + v'^sin6a;). 

Ainsi toute valeur de rs(x), propre a resoudre la question proposee, 
sera necessairement deja forme 

A®(cosi»a; + sinia;), 

A, b designant deux constantes reelles, dont la premiere ne pourra 


OEuvres de €• — S. 11, t. HI. 


29 







226 GOURS D’ANALYSE. 

etre que positive. II est d’ailleurs facile de s’assurer qu’une semblable 
valeur de verifie I’equation (2), quelles que soient la valeur du 
nombre A et celle de la quantite b. Ce nombre et cette quantite sont 
done des constantes arbitraires. 

Corollaire. — Dans le cas particulier ou la fonction 9(2?) doit rester 
positive entre les limites x — o,x=\,on peut, au lieu de supposer a 
tres petit, prendre a = i; et Ton conclut alors immediatement des 
equations (9) et (10) 


PaoBLfiME III. — Determiner la fonction imaginaire xs(^x) de maniere 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va- 
riable X, et que I' on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x 


Solution. — Si, a I’aide de la formule 


on remplace dans I’equation ( 3 ) la fonction imaginaire u par les fone- 
tions reelles <p et yi^, puis, que Ton egale de part et d’autre les parties 
reelles et les coefficients de V — i , on trouvera 

(jp(a?j) = (p(a;) ■+• 9(7), 

X{xj) = x{x)+xiy)- 

Si, de plus, on designe par A un nombre quelconque et par L la 
caracteristiqqe des logarithmes dans le systeme dont la base est A, 
on tirera des equations precedentes (voir le Chapitre V, § I, pro- 
bleme III) , 

et Ton en conclura 
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ou, ce qui revjent au meme, 

(15) 5j(a;) = cj(A)L(a;). 

11 suit de la formule (i4) que toute valeur ny(a?) propre a resoudre la 
question proposee est necessairement de la forme 

(16) cj(a;) = (a + 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de vs{x) verifie I’equation (3), 
quelles que soient les quantites a et b. Ces quantites sont done deux 
constantes arbitraires. 

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de vs(x), 
il sufFit de remplacer, dans la valeur de 9(^) que fournit I’equa- 
tion ( 12 ) du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et reelle a par la 
constante arbitraire, mais imaginaire, 

Cl “H b ^ — I • 

Nota. — On pourrait arriver tres simplement a I’equation (i5) de la 
maniere suivante. 

. En vertu des formules identiques 

^. — ALx, 

I’equation (3) devient 

ro(A'-"-*-‘'^) =bj(A‘'*) -+-t!j(A‘'5'). 

Comme, dans cette derniere, les quantites variables Lx, Lj admettent 
des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il en resulte 
qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 
etj, 

oj ( A®"*"^) = 5 t( A®) -t- Bj( A^). 

On en conclura \yoir\e, probleme I, equation (6)] 

VS{k^) = XTSs{^k^)—X1s{k) 

* ' ■ 

ci(A''®) = ro( A) £•» 


et, par suite. 


COURS B’ANALYSE. 
ou, ce qui revient au meme, 

cj(a;) = 5T(A)La^. 

PROBLto IV. - Determiner la fonction imaginaire x,{x) de mamire 
qa elle reste continue entre deux limites positives quelconques de la m- 

nable x, et que I’ on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x 

«ty, 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution de ce problenie 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le second; mais on arrivera plus promptement a la solution cherchee, 
SI I’on observe que, en designant par L la caracteristique des loga- 
rithraes dans le systeme dont la base est A, on pent mettre I’equa- 
tion (4) sous la forme 

5j(ALx+Ly) _ 

Comme, dans cette dernibre equation, les quantites variables Lx, Ly 

admettent des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il 

en resulte qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des va- 
riables X et y, 

ny(A*+y)=5j(A»)cT(Ay). 

On en conclura, en representant par a un nombre tres petit et en 
remplaqant dans I’equation (lo) du second probleme Tn(x) par ct(A*), 

gj(A^) — [7n(A“)]“. 

On trouvera par suite 

L.r 

w(A'^'>‘) = [5t(A“)] “ 
ou, ce qui revient au meme, 

5T(a3) = [5 t(A“)]'^, 

II est essentiel d’observer que. la fonction imaginaire ct(A®), et par 
-Onsequent sa partie reelle (p(A^), se reduisent a Tunite pour a; = o, 
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ou, en d’autres termes, que la fonction imaginaire ^(a;) et sa partie 
reelle <p(a7) se reduisent a I’unite pour w=i. C’est ce que Ton peut 
demontrer directement, en prenant dans I’equation ( 4 ), 

Quant au nombre a, il doit seulement etre assez petit pour que la 
partie reelle de la fonction imaginaire ®(A®) reste constamment posi- 
tive entre les limites a; = o, a: = a. Cette condition etant remplie, la 
partie reelle de I’expression imaginaire 

BJ ( A“) = <P ( A“) -H x( A“) \/— 1 

sera elle-meme positive; et par suite, si Ton fait 

p=^[cp(A“)P+[x(A“)P, C=arctangA^, 

on aura 

ot(A“) = p(cosS-i-s/^ sinO- 
Cela pose, T^quation ( 17 ) deviendra 

(i ^ (a 

r=a; * l^cos^^ -1- ' 

En vertu de cette derni^re Equation, toute valeur de ^(a:) propre a 
resoudre la question proposee sera necessairement de la forme 

Bj(a:) =:a;“[cos(6La:) -t-v/^ sin(i>La:)], 

a, b designant deux quantites constantes. 11 est aise, de plus, de s’as- 
surer que ces deux quantites constantes doivent demeurer entiere- 

ment arbitral res. 
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CHAPITRE IX 


DBS SERIES FMAGINAIRES CONVERGENTES ET DIVERGENTES. SOMMATION BE QUELQlfES SERIES 
IMAGINAIRES CONYERGENTES. NOTATIONS EMPLOYEES POUR REPRfiSENTER QUELQUKS FONC- 
TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLES ON SE TROUVE CONBUIT PAR LA SOMMATION BK CBS 
MfeMES series. 


I. — Considerations generales sur les series imaginaires 


Soient respectivement 


deux series reelles. La suite des expressions imaginaires 

(3) Pi + qx\J^, + .i. 

formera ce qu on appelle une sine imaginaire. Soit, de plus, 

(4) 5^1 H-- • ■+(/>«-! + l) 

lasomme des n premiers termes de cette serie. Selon quo, pour des 
valeurs croissantes de n, s„ convergera ou non vers une limitc fixe, on 
dira que la serie (3) est comergente et qu’elle a pour somme cetfc 
limite, ou bien qu’elle est divergente et n’a pas de sorame. Lc premitu- 
cas aura evidemment lieu si les deux sommes 


convergent elles-memes, pour des valeurs croissantes de n, vers «les 
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limites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d’autres 
termes, la serie (3) sera toujours convergente en meme temps que les 
series reelles (i) et ( 2 ). Si ces dernieres, ou Tune d’elles seulement, 
deyiennent divergentes, la serie (3) le sera egalement. 

Dans tous les cas possibles, le terme de la serie (3) qui correspond 
a I’indice n, savoir 

P/jH- <]n. — 1 , 

est ce qu’on nomme son terme geniral. 

L’une des series imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient 
en attribuant a la variable x, dans la progression geometrique 

I , , x”', . . 

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idees, que Ton fasse 

i£: = s(cos 0 H- sin S), 

s designant une nouvelle variable supposee reelle, et 0 un arc reel. La 
progression geometrique dont il s’agit deviendra 

T, s(c,os9-t-v/^sin9), .s*(cos2 9-+-V^sin3&), ..., 

..., i;'‘(cos/i9-t-\/— I sin/i 9 ), .... 

Pour obtenir I’equation qui determine la somme des n premiers termes 
dela serie precedente, ilsuffit de remplacer a;parz(cos0 4-v/— • sin6) 
dans la formule 

I X"- 

H- a: H- H- . . . + ^ ^ • 

On trouve de cette mani^re 

1 -(-^(cosS + v/— > sin 0 ) + «®(cos2 0 -)-\/— i sin2 6 ) + . . . 

+ [cos (n — 1)0 + sill (n — i) 0 ] 

I ■ 5"(cosn9-i-v/^sinne) . 

“ I — 5(cos0-f-V^sin^ I — s(cos0-t- v/— I sin0)’ 

et, commc, pour des valeurs creissantes de n, le module de 1 expres- ^ 
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sion imaginaire 

S”(c05wg-f-v/ir7sin/ie) 

I — ^ cos Q — 5 sin B sj'^i ^ 

savoir 

±: 

(l — 25COS0-f-^2^2 

converge vers la limite zero on croit au dela de toute limite, suivant 
qu’on suppose la valeur numerique de ^ inferieure ou superieure a 
I’unite, on doit conclure de I’equation ( 6 ) que la serie ( 5 ) est, dans 
la premiere hypothese, une serie convergente qui a pour somme 

T 

I — ^ cos 0 — s sin 0 sj— I ’ 

et, dans la seconde hypothese, une serie divergente qui n’a plus de 
somme. 

La somme dune s 6 ric imaginaire convergente s’indique, comme 
si la serie etait reelle, par la somme de ses premiers termes, suivie 
de points.... 

Cela pose, si Ton appelle 5 la somme de la serie (3) supposee con- 
vergente, et que, dans la formule ( 4 ), on fasse croitre n indefiniment, 
on trouvera, en passant aux limites, 

^ — 0 + (/'i-l- \/— i) -I- (jOj-H 5’j \/— i) -f- . . . 

= + . . •) -4- (yoH-5'i+ 72-1-. . .)v/^. 

De meme, lorsqu’on supposera la valeur numerique de s inferieure a 
I’umte, on tirera de I’equation (6), en faisant croitre n au dela de 
toute limite assignable, 

H-«(cos0-i-vC:7sin0)-t-s’(cos2 0-i-vCr7sin2 0 )-f-. . . 

. z= - : ^ _ I — .5 cosO -I- ^ sin 0 V^— 1 

1 — 5 cos 0 — .Si sin 6 1 I — 25cos0-h.s=* * 

En vertu de la formule ( 7 ), le premier membre de I’equation ( 8 ) peut 
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(i H 5 cos 5 + -- cos 2 0 + . • .) + (s sin0 4 - 5 ® sinaS - 1 - . . i . 

On auia done, pour des valeurs numeriques de z inferieures a I’unite, 


I " COS0 4- 5® C0S2 0 4- . . . ) 4- (s sin0 _l_ gj0 2 0 -I- , . . ) ^ — i 
I I — 5COS0 


5 sin0 


I — 2SCOS04-5® 1 — 25COS04-5® 

On en conclura 


1 . 


I I -+-3COS0 4-5®COS2 0 4-5®COs30 4-...= - 

’ I — 25COS0 4-5® 

5 sinO 4- 5® sin 2 0 4- 5® sin 30 4-. . 


(lo) 


5 smt 


1 — 25 COS^ -H 5’-^ 


(a ——I, 5=-(-l). 


Ainsi la substitution d’une valeur imaginaire de a? dans la progression 
geometrique 

T, ... 

suffit pour conduire a la sommation des deux series 


(n) 


I I, 5COS0, 5® cos 2 0, 5'*COS«0, 

( 5 sin 0, 5® sin 2 0, 5'‘sin/i0, ... 


toutes les fois que la variable s reste comprise entre les limites 


I, 5 = - 


e’est-a-dire toutes les fois que ces deux series sont convergentes. 

Les premiers membres des equations (lo) etant (en vertu du theo- 
reme I, Chapitre VI, § 1) fonctions continues de la variable z, dans le 
voisinage de toute valeur particuli^re comprise entre les limites 

— I, 5rr=-+-i, 

le premier membre de I’equation ( 9 ) sera lui-meme, dans le voisi- 
nage d’une semblable valeur, fonctiqn continue de z. Or, ce premier 
membre n’est autre chose que la somme de la serie (5), dont les dif- 

OKui/rcs de C. — S. II, t. III. 3o 
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ferents termes restent fonctions continues de s entire des limites quel- 
conques. En generalisant la remarque qu’on vient de faire, on obtient 
la proposition suivante : 

Theoreme I. — Lorsque les cliff erents termes de la serie (3) sont des 

fonctions d' line mime variable z, continues par rapport a cette variable 

dans le voisinage crime valeur particuliere pour laquelle cette serie est 

conoergente, la somme s de la serie est aussi, clans le voisinage de cette 

valeur particuliere, fonction continue de s. 

% 

Demonstration. — En efFet,-dans le voisinage de la valeur particu- 
li6re attribuee a la variable s, la serie (3) ne peut etre convergente et 
avoir pour ses differents termes des fonctions continues de s, qu’au- 
tant que les series reelles (i) et ( 2 ) jouissent Tune et I’autre des 
memes proprietes : or, dans cette hypothese, chacune des sommes 


6tant (en vertu du theoreme I, Chapitre VI, § I) fonction continue de 
la variable s, il en resulte que la somme de la serie (3), savoir 


sera aussi fonction continue de cette variable. 
Supposons maintenant que Ton designe par 


les modules des differents termes de la serie (3), et par 




les expressions reduites correspoudantes, en sorte qu’on ait generale- 
ment 

X . ' ' 

. p;i“ 

Pn -+- qn V/^ = P'i ( COS Bn + V'^— I sj 11 S„,). 
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La serie (3) deviendra 

j po (cos9„ + \/~ j sinffo ), 
I p, (cos0i -H\/— I sin0, ), 
([2) / Pj (cosSj + v/— I sin^s ), 

9 

p„(cos9„ + \/^ sin9„). 


et Ton pourra ordinairement decider si cette serie est convergente ou 
divergente, a I’aide du theoreme que je vais enoncer. 

TiiEORiME II. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

\_ 

tandis que n croit indefinimenl, V expression (p,, )". Suimnt que la plus 
grande de ces limites sera inferieure ou superieure a VuniU, la serie (3) 
sera comergente ou divergente. 

Demonstration. — Considerons d’abord le cas oil les plus grandes 

£ 

valeurs de I’expression (p„)" convergent, tandis que n croit indefini- 
ment, vers une limite inferieure a I’unite. Dans ce cas, la serie 

(*3) Po, pi. Pi, ...J Pa, 

etant convergente (Ghapitre VI, § II, theoreme I), les series 

( poCosSo, piCosSi, puCosSj, ..., p„cos9„, ..., 

(* 4 ) 

I po sin 00, piSin9„ pjSinSs, ..., p„sin0„, ... 

le seront egalement (Ghapitre VI, § III, theoreme IV), et la conver- 
gence de ces dernieres entrainera celle de la serie ( 12 ), qui n’est que 
la serie (3) presentee sous une autre forme. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n, 

les plus grandes valeurs de (p„)'* convergent vers une limite supe- 
rieure a I’unite. Dans cette hypothese, on prouvera, par un raisonne- 
ment semblable a celui que nous avons employe dans le Ghapitre VI 
(§11, theoreme I), que les plus grandes valeurs du module 

1 

Pa~(.Pl^giy- 
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croissent avec n au dela de toufe limife, ce qui ne peut etre vrai 
qu’autant que les plus grandes valeurs des deux quantites p„, 
ou au nioins de Tune d’elles, croissent de meme indefiniment. Or, 
comme ces deux quantites sont les termes generaux des series (t) 
et (2), on doit conclure que, de ces deux series, Tune au moins esf 
divergente, ce qui suffit pour assurer la divergence de la serio (3). 

Scolie I. — Le theoreme qu’on vient d’etablir ne laisse d’incerti- 
tude sur la convergence ou la divergence d’une serie imaginaire que 

i 

danslecas particulier oil la limite des plus grandes valeurs de (p„)“ 
devient egale a I’unite. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours 
facile de decider la question. Toutefois on peut alFirmer que, si la 
serie (i 3 ) est convergente, les series (14), et par suite la serie (12), 
le seront pareillement. La reciproque n’est pas vraie, et il pourrait 
arriverque, la serie (12) restant convergente, la serie (r3) fut diver- 
gente. Ainsi, par exemple, si Ton suppose 


on obtiendra, a 


es deux suivantes 


dont la seconde est divergente, tandis que la premiere reste conver' 
gente et a pour somme 

v/— 1/(2), 

f designant la caracteristique des logarithmes neperiens. 

Scolie II. — Lorsmi ft. nnnr i. 


s’approche indefiniment d’une limite fixe, cette limite est egalement 
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celle vers laquelle convergent les plus grandes valeurs de I’expres- 

1 

sion (p„)". 

Le theoreme V du § III (Chapitre YI) est evidemment applicable 
aux series imaginaires aussi bien qu’aux series reelles. Quant au theo- 
reme VI du meme paragraphe, on doit, lorsqu’il est question des series 
imaginaires, le rempla'cer par le suivant : 

iHEORfeME III. — Soient 


deux series convergentes, ,mais imaginaires, qui aient respectivemenl pour 
sommes s et s' . Si chacune de ces series reste corivergente lorsqiion reduit 
ses differents termes d leurs modules respeclifs. 


(i6) 


‘'l H- «1 '’o, /4C2+ ..., 


, 4- 1 4- . . . W/^-l 4 - Uti (^0, 


sera une nouvelle serie Sbnvergente imaginaire, qui aura pour somme ss'. 

Demonstration. — Designons respectivement par s,„ s\, les sommes 
des n premiers termes des deux series (i 5 ), et par s'' la somme des 
n premiers termes de la serie (16). On trouvera 


Sn.s'n—S",i~ ‘'/i-l) + ■ • • 

-t- ( Un—i Vi 2 V 2 -h . • . + ^2 V„_2 + III )• 

Designons encore par p„ et p', les modules des expressions imaginaires 
u^ et en sorte que ces expressions soient determinees par des equa- 
tions de la forme 

p„ (cos sin e„), 

(>„=:p'„(cos0;,+ \/^sin0;)- * 


Les series reelles 
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etant convergentes pai^ hypothese, on en conclura, comme dans Ic 
Ghapitre VI (§ III, theoreme VI), que la somme 

P/i-I P« -1 + (Pn-l Pa-2 P«-2 P/,-1 ) -t- • • ■ 

+ (Pb-i Pi + PH-2P2 + ■ ■ • + Pa P b -2 + pi P/,-t ) 

converge, pour des valeurs croissantes de n, v'ers la limite zero. II (mi 
sera de meme a fortiori des deux sommes 

Pn-l Pb-1 C0S(6„_, -H 5 ',_j ) ■ 

[p„— 1 Pb -2 cos { 0„_i -t- ) -t- P/,-2 P/,_i COS ( (9„_2 + j ) ] 

-t- 

[ Pb— 1 pi cos ( — 1 “H ^1 ) “f“ P/1—2 p2 cos ( 9 ji —2 • • • 

+ p2p'/,-2 COS(02-t- p-i p'„ .1 COS(«?, + 5;, 1 )] 

et 

PB-iP/i_iSin(0„_,-l- 

+ [pB-iPn-2 sin(0/,_,-H6',_2) 4- p/i-ap;,-, siri(5„_2-|- )] 

4 - 

4- [p/i-i p\ sin ( 9n-i 4- 0', ) -f- p„_2 p j sin ( -f- 5 ; ) 4- . . . 

+ PjPU sin(92+ 6 '„_, ) 4- p, pf, sin ( 0, 4- 0'„-. )], 

done la premise represente evidemment la partie reelle de I’expres- 
sion iniaginaire 

«b 4 — <1, 

tandis que la seconde represente le coefficient de \/~l dans cette 
expression. Par suite, — y;/ convergera aussi, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zero; et, comme V/i.y;, s’approchc inde- 
finiment de la limite il faudra de toute n6cessit6 que I’exprcs- 
sion y;, c’est-a-dire la somme des n premiers termes de la seric (iG), 
s’approche elle-meme indefiniment de cette derniere limite. II en 
resulte : i» que la serie (16) est convergente; 2° que cette seric con- 
vergente a pour somme ss' . 
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§ II . — Des senes imaginaires ordonnees suivant lespuissances-ascendantes 

et entieres d’une variable. 

Soil X une variable imaginaire. Toute serie imaginaire ordonnee 
suivant les puissances ascendantes et entieres de la variable x sera de 
la forme 

• <7o4-6o\/ — I> («1 H- \/— l)j;, 

«o- •■■>««. • • • . ^o> ^ 2 > • • • > bn, ... designant deux suites 

de quantites constantes. Dans le cas oil les constantes de la seconde 
suite s’evanouissent, la serie precedente se reduit a 


(0 


a„, 


m 

Nous consid6rerons en particulier dans ce paragraphe les series de 
cette dernifere espece. Si, pour plus de commodite, on pose 

(a) ic = 5(cos0 + I sinS), 

5 designant une variable reelle et G un arc r6el, la serie (i) deviendra 


(3) 


ao, ai3(cos5 H- y /— 1 sinS), a23*(cos20 h- y/^i sinaS), ..., 
a„s"(c6sn0 + y/— i sin«0), 


Soit maintenant, comme dans le ChapitreVI(§IV), Alaplus grande 
des limites vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, 
la racine de la valeur numerique de a„. La plus grande des limites 
vers lesquelles convergera dans la meme hypothese la racine n"™* du 
module de I’expression imaginaire 

ana;’‘— a„s>‘(cosn9 H- y/— i sin/iS) 
sera 6quivalente ii la valeur num4rique du produit 

A^; 

et en consequence (voir ci-dessus le § 1, theoreme II) la serie (3) sera 
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convergente ou divergente suivant que le produit As aura une valeur 
numerique inferieure ou superieure a I’unite. On deduit immediate- 
ment de cette remarque la proposition suivante : 

InfiORfeME 1. — La serie est convergente pour toules les valeurs de z 
comprises entre les limiles 


I 

A’ 


I 

A’ 


et divergente pour toules les valeurs de z situees hors des mi,jifies lunites. 
hn d autres ternies, la sene est convergente ou divergente suivant gue 
le module de I expression imaginaire x est inferieiir ou superieur a — - 

Scolie, Lors(ju6 la vaiour nuiTieri(|UG du rapport convorgG, 

pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limite est 
precis6ment la valeur de la quantite positive designee par A. 

Corollaire I. -j- En comparant le theoreme precedent au theoreme I 
du Chapitre VI (§ TV), on reconnaitra que, si la serie (i) est conver- 
gente pour une certaine valeur reelle de la variable x, elle demeurera 
convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur reelle 
serait, au signe pres, le module. Par suite, si la serie (i) est conver- 
gente pour toutes les valeurs reelles de la variable x, elle restera con- 
vergente, quelle que soit la valeur imaginaire que Ton attribue a cette 
variable. 

Corollaire 11. — Pour appliquer le theoreme I et le precedent corol- 
laire, consid6rons les quatre series 


(4) 

I ^ LCy 


• • • > 

(5) 

F- 

I, 

1.2 ’ 

’ 1.2.3...// 

(6) 

w 

I, 



I 

1.2 

' 1.2.3.../ 

(7) 

Xy 

: . 2 / 

, . , Hz 7 

n 
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[X designant dans la seconde une quantite quelconqiie. De ces quatre 
s^iies Igs deux premieres, ainsi que la derniere, restent convergentes 
pour toutes les valours reelles de a? comprises entre les limites 


• I, . — -f- 1 j 


et la troisieme pour des valours reelles quelconques de la variable a;. 
Mais si, au lieu d attribuer a x une valeur reelle, on suppose 


.0? : 


a la place de ces quatre series, on obtiendra les suivantes 


( 8 ) 


(9) 


(lO) 


(n) 


I, s(_cosO + \/ — I sin0), s®(cos20 + v^ — isinaS), 

..., s"(cosn0-t-\/— I sin«0), 

I, Y-®(cos0 -H y/ — I sinS), ^ — - s^(cos 2 $ + \/ — i sin 2 0), ..., 

s (cos S 'f- \/~ I sin 0 ) js^ ( cos 2 0 -h \/ — r sin 2 0) 

j / 

I 1.2 

;s”■(cos/^0 4-\/ — J sin/i0) 

* * * ’ 1 ,2.3. . .n ’ V 

^(cos0 -f- \/-— Jt sin0) z^(cos 2 0 4 - sin 2 0) 

1 2 


s"(cosn0 -4- \J — I sinnfl) 


dont les depx premieres et la dernibre resteront convergentes pour 
toutes les valeurs de s comprises entre les limites 


Zz=i — I, .S = + I, ' 

tandis que I’avant-defniere sera toujours convergente, quelle que soit 
la valpur reelle de s. 

Aprfes avoir fixe les limites entre lesquelles il faut renfermer s pour 
rendre la s6rie (3) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu 

OMuvres de C. — S. II, t. III. 3 1 
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des principes etablis dans le paragraphs precedent, les theoremes III, 
IV et V du Ghapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent etre 
etendus an cas ou la variable x devient imaginaire. On devra seule- 
ment admettre, dans I’enonce du theoreme IV, que chacune des series 




,1 


ilili 

■iiSilii 


rests convergente lorsqu’on rediiit ses dilferents termes non plus a 
leurs valeurs numeriques, mais a leurs modules respectifs. Cela pose, 
si Ton designs par CT(p.) ce que devient le second membre de I’equa- 
tion (to) (Ghapitre VI, § IV), lorsqu’on attribue a a; la valeur imagi- 
naire . 

^(cos& -i-\/^sin5), 
ou, en d’autres termes, si Ton fait 

(12) ra([i) = [-i-^s(cosi 9 -t-v/^sin 0 )-H ~ gS(^cos2g -i- v/^sin2e) -h. 

on trouvera, au lieu de la formule (16) (Ghapitre VI, § IV), la sui- 
vante : 


:• :: 






(r3) 




II est essentiel de remarquer que cette derniere formule subsistera 
uniquement pour les valeurs de z comprises entre les limites z = — i, 
s = -hi, et qu’edtre ces limites la fonction imaginaire C7(p.), c’est- 
a-dire la somme de la serie (9), sera en meme temps continue par rap- 
port a s et par rapport a [x (voir ci-dessus le § I, theoreme I). 

Concevons a present qu’au lieu de la serie (9) on considers genera- 
lement la serie ( 3 ), et que dans cette dernifere on fasse varier la valeur 
de z par degres insensibles. Tant que la serie ( 3 ) sera convergente, 
c est-a-dire tant que la valeur de z restera comprise entre les limites 






la somme de la serie sera une fonction imaginaire continue de la 




va- 


#«BI1 

'liiilii 
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riable z. Soit cy(s) cette fonction continue. L’equation 

xs{z) = ao+ «is(cos0 + v^— I sin0) (cos2d + \/— i sin2 0) + . • . 

subsistera pour toutes les valeurs de z renfermees entre les limites 
_ i, 4- 1, ce que nous indlquerons en ecrivant ces limites a cote 
de la serie, comme on le voit ici : 

(14) cj(z) = ao + «i«Ccose ■+- v^— I sinS) + ajz=(cos20 -t- sin 2 0) + ... 

On doit observer que I’equation precedente equivaut toujours a deux 
equations reelles. En effet, si Ton pose 

(1 5 ) Oj(' 3 )=®(- 5 )-+'X(«)V^» 

(p(s) et i(z) designant deux fonctions reelles, on tirera de I’equa- 
tion (i4) 

( 9(s) = flo-l- «f2cos0 + aj«*cos2 0 + . . 
l5(;(a)=: sin0 + ajz’ ^n20 +. . . 



Lorsque la serie ( 3 ) est donnee, on peut quelquefois en deduire la 
valeur de la fonction vs(x) sous forme finie, et c’est la ce qu’on appelle 
sommer la serie. Nous avons deja, dans le § I, r6solu cette question 
pour la serie (8). Nous allons maintenant chercher a la resoudre pour 
les series (9), (10), (ii); et, en consequence, nous traiterons I’un 
aprfes I’autre les trois problemes qui suivent. 

PROBLfeME I. — Trower la somme de la serie 

(9) I, !^s(cos 0 + v'^sin 0 ), j!*(cos2 0 sin2 0 ), 

dans le cas oic Von attribue a la variable z une valeur comprise entre les 
limites 
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Soliaion. - Soit'tT(p.) Ja somme chfirchee. En designant par a' une 
(juantite reellG differGnte de p., on trouvcra 


(x3) 




L’eguation prcccdcntG, ctant scmblable a I’cquation. (2) du Cba- 
pitrc VIII (§ V), S6 rcsoudra do la mcmG maniere; Gt I’on en conclura 


ct(/x) — rV-(cos[j.l -h \J— I sin/ji<), 


Ig module r et Tangle t etant deux quantites constantes par rapport 

a p, mais qui dependent necessairement de 5 et de 6. On aura done! 
entre les Ijmites 5 = — r,xi=:-j-i, 


(17) 


i+^xx(cos$ + v/-isine)H-ili^i^„-.(cos20H-v/3Tsi„2e)+... 


/•f^(cosfx^ -4- y/ ~ I sin]:ji^). 


Pour determiner les Valeurs inconnues de r et de i, on fera, dans 
l^uation(i7), p= ,, eti’onentirera 


i-f- : cos 0 4- 5 sin 0 v^— I = /• cos i + /• sin f 
OU, ce qui revient au meme, 


On trouvera par suite 


n--scos0 = rcosA 

^ sin0^ r sin.^. 


(l-h 2Z COS& + ; 


puU, en observant que cos, = l+p2!9 „ste positif pour tonie va- 

leur numerique de a inftrieure i, I’unite, et designant par i un nombre 
entier quelconque, 

xj sin 6 


t — arc tang- 


■ cosQ 


: 2X*7r. 


Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 


8 
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I’equation (17) deviendra 

I + j^(cos6 i sin 6 ) - 4 - ^ — ^3^(cos2 0 + \/ — i sinaS) + ... 

■•= (1 + 2 3 COS0 H- 3 ^)^^ (cosfj.^ + \/— I sinfii) 

(s— . t, 3=:H-l), 

la valeur de i etant determinee par la formule 
(30) t~ a ± ■>.!(%, 

dans laquelle le nombre entier k ne pent dependre que des quantiles 
5 et 0. , 

Remarquons a present que le premier membre de I’equation (19) 
est, entre les limites s = — i, 5 = 4-1, une fonction continue de s, 
qui varie avec s par degres insensibles, quelle que soit la valeur de p.. 
Le second membre de I’equation devra done jouir de la meme pro- 
prLete, ou, en d’autres termes, les quantiles 

(l -h 23 COS0 4- 3-)^C0SfJti, 

^ !«■ ■ ■ ■ ‘ ' - 

(i -4 2« COS0 -4 sinpli • 

et, par consequent, les suivantes 

cosfi^, sinp< 

devront varier avec z par degres insensibles, pour toutes les valeurs 
possibles de p.. Or cette con’dition ne pent etre remplie que dans le cas 
oil t lui-meme varie avec s par degres insensibles. En effet, si un 
accroissement infiniment petit de z produisait un accroissement fini 
de t, de manifere h changer t en t -f- a, a d6signant une quantile finie, 
les cosinus et sinus des deux arcs 

p.?, p(<4-«) 

ne pourraient demeurer sensiblement egaux, qu’autant que la valeur 
num6rique du produit p.a serait k tres peu prbs un multiple de la cir- 
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conference, ce qui ne pent etre vrai que pour des valeurs particulieres 
du coefficient p., et non pas generalement pour des valeurs finies quel- 
conques de ce coefficient. On doit done conclure que I’arc / = 
est fonction continue de et, comme des deux quantites k, la pre- 
miere, determined par I’equation (i8), varie avec ^ d’une maniere 
continue entre les limites ^ = - i , ^ , tandis que la seconde, 

assujettie a rester toujours entiere, n’admet que des variations finies 
d une ou de plusieurs unites, il est clair que, pour satisfaire a la con- 
dition enoncee, la quantite ^ devra varier toute seule, et la quantite k 
demeurer constante. Cette derniere quantite sera done independante 
de s, et, pour^en connaitre la valeur dans tons les cas possibles, il suf- 
fira de la cherclier en supposant ^ = o. Comme on a, dans cette hypo- 
these, # = o, ^ = ±: ak-a, on tirera de I’equation (19) 

i = cos(2A:p7r) ±:^=:Tsin(aA:p7:), 
quelle que soit la valeur de p., et par suite 

k-o. 

Cela pose, la formule (20) donnera generalement 

i 

t=LS, 

et 1 Equation (19) se trouvera reduite a 

1 ^^(cos0 + v'^sine) H- ^Kcosa 0 + ^ sin 2 0) 

1 . 

= (n- %z cos 0 -t- 3 *)^ (cos ixs 4 - v/^ sin (xs), 

De plus, SI I’on a egard a la formule (27) du Chapitre YII (§ fV), on 
reconnaitra facilement que le second membre de I’equation (21) peut 
etre represente par la notation 

[n- z(cos0 -h \/^sin 0 )]^ 

On aura done, en supposant toujours la valeur de s comprise entre les 
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limites — i et + i , 

I I -H s(cos0 + ^ — I sinS) + — ^a^(cos 2 0 + y/ — i sin 2 0) + ... 

(22) ‘ 

( = [1 + 3 (cos 0 4- \/— I sinS)]’^ 

(s = — I, s = 4-i). 

En d’autres termes, I’equation (20) du Chapitre VI (§ IV), savoir 

14- - iC 4 - a:^4-. . .=: (l 4 -a?)I^ 

I 1.2 

subsistera, non seulement si Ton attribue a la variable £c des valours 
reelles comprises entre les limites — i, +1, mais encore si Ton fait 

a; = ^(cosS 4- — isinQ), 

la valeur numerique de s etant inferieure k I’unite. 

Corollaire /. — La formulc (21), comme toutes les equations imagi- 
naires, equivaut a deux Equations reelles, qu’on obtient en egalant de 
part et d’autre les parties reelles et les coefficients de On trou- 

vera de cette maniere 

i l_j_ f^SCOS0 4- COS2 0 4-...= (l4-2SCOSe4-a*)“*^COSf*^, 

I 1.2 

ts Sia9-h^ — Sin204-...= (i+ 2«cos04-5’“)' sinfis 

I 1.2 

(5 = — ^ I, .C :=: + l) 

la valeur de s etant toujours determin^e par Liquation (18). 

Corollaire 11 . — Si dans les fqrmules (23) et (28) qp pose p. = i , 
et que Ton y remplace z par — s, on obtiendra les equations (8) et 
(]o)du§I. 

Corollaire HI. - Si I’on pose 9 = \ ou, ce qui revient au meme. 
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la valeur de s, donnee par la formule (i8), deviendra 


et restera comprise entre les limites — y, -h - poi 

4 4 ^ 

numerique de ^ inferieure a I’unite. Dans la meme 
aura evidemment 


(l-f-2SCOS0+s2)2_/g^p_yW;,_ __JL__ 

(COSi)IJ' 

et I on tirera des equations (aS), mais seulemen t pour les valours de 

comprises entre les limites don t il s’affit , 


cos^‘^ 


cosf^-® 


si dans les formules (12) dii Chapitre VII (§ H) on 
bre entier ztz par une quantite quelconque ces for- 
nt lieu pour toutes les valeurs reelles possibles de 
nt plus vraies generalement que pour des valeurs 


quelle que sou la valeur numerique de z. 

Solution. - Si dans les equations (18) et (21) on 
et p. par a designant une quantite infiniment p 


PREMifiRE PARTIE. ~ CHAPITRE IX. m 

pour toutes les valours do as comprises outre les limites — i, + i, ou, 
CO qui rovient au memo, pour toutes les valours de s comprises entre 
les limites 


a a 


( 25 ) 


:+ Y(cos0 + s/-isine)4- ^(cos20 + v/~isin25)(i-a) 
77273^'^°®^® sin30) (i — a) (i— 2 a) 


= (i + 2a5COS0 4 -a-s 2 )s«[ cos - +V/-J sin 

a ' a 


\ a 

I’arc s etant determine par la formule 


( 26 ) 


s — arc tang 


(X 2 sin6 
I + as cos^ 


Si maintenant on fait decroitre indefiniment dans I’equation (aS) la 
valeur numerique de a, on trouvera, en passant aux limites, 


I I + y(cos 0 4 - I sin 5 ) -t- ^ (cos 2 0 + \/— i sin 2 0 ) 

1 

( 27 ) ' ^ (cos30 “h y/— I sin30) 4- . . . 

1 1 » 2 • 

r 

r-: lim 

L 

(szi: — 00 , ^sm-f-oo). 


(i -h 2 a-s COS 0 -h l^cos ^ H- I sin j 


n restc a cherclier la limite du produit 


(t -h 2 ajs cos 6 H- (cos - 4- v/— I sin - 

'a a J 


et, par consequent, celle de cliacune des quantites 


(i-h 2(XZ cosO i- 


Or, en premier lieu, si Ton fait 

2azcos9 -h — 


OMuures de C\ — S. tl, t. III. 


32 
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on en conclura 


os 0 - 


(i-t- 2 aJ:COS 04 - 3 £^ 5 -)-“= (i - 1 - S) 


et, par suite, 

j_ lim(=co,,0 4-5i“) 

+ 2 cos ^-4- [lim(l -h J . z;::: 

De plus, la valeur de s donnee par I’equation (26) etant infinimeiit 
petite, le rapport 

S I 

: — — — — cos6‘ 
tang. 9 810.9 

.9 


aura pour limite Tunite; et, comme on tire de Tequation (26) 

iang.9 

a ~ 1 ■+■ OC.S cos^’ 

s _ s ^sin^9 
a tang5 i-ha5COs6^’ / 

' " , 

on trouvera, en passant aux limites, 

—■ 5 sin0. 

Cela pose, il est clair que le second membre de requation (25) aura 
pour limite Texpression imaginaire 

ezoos6[cos(3sin^) + sin(:;sin^?}l, 
en sorte que la formule ( 2*7) deviendra 

(28) i TsinatJ) -h... 

( =e'™^4cos(ssin0)-i-v'^sin(ssin0)l 

. ( ;r ~ — 00, ,s HZ, 4- 00 ), 

la valeur de la variable reelle s etant completement arbitraire, puis- 
qu elle peut etre choisie a volonte entre les valours extremes ^ - oc 
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CoroUaire I. — Si, en comparant les deux membres de I’equa- 
tion (28), on egale de part et d’autre : 1° les parties reelles; 2" les 
coefficients de y — i> on obtiendra les deux equations reelles 


(29) 


I H- - COS 9 • 
I 


I .2 


COS20 - 


* cos(s sin^), 


- sin 6 sin 2 0 4-... — e-cosO gin sin^) 

I 1.2 


(ZZZZ—CX), 


-oo). 


CoroUaire IL — Si Ton suppose 0 = ^ ou, ce qui revient au meme, 


cos0=:=o, sin0 — I, 


les equations (29) deviendront 


( 3 o) 


1.2 I . 2 . 3 . 4 


. . = COS5, 


i 1.2.3 


H-. . . = sm 5 


zzr — 00 , ^ = 4 - 00 ), 

Ces dernieres subsistant, aussi bien queles equations (29), pour des 
valeurs reelles quelconques de is, il en resulte que les fonctions sins 
et cpss sont toujours developpables en series ordonn^es suivant les 
puissances ascendantes de la variable qu’elles renferment. Comme 
cette proposition merite d’Mre remarquee, je vais la demontrer ici 
directement. 


La serie 


T’ 


. 37 - 

, 

I .2 


etant convergente pour toutes les .valeurs reelles possibles de la 
variable x, restera convergente (en vertu du theorfeme I, corol- 
laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette meme 
variable. Si Ton multiplie la somme de cette serie par la somme de 


m 

la serie semfalable 
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, y y 

I — , 

I 1.2 


en ayant egard a la fois au theoreme III du § I et a la formule (6) dii 
Chapitre VIII (§ IV), on trouvera, podr toutes les valours possibles 
reelles ou imaginaires attribuees a a? et a r. 


X • X^ 

I -1 {_ 

J 1.2 




Lorsque, dans I’equation qui precede, on remplace x par et 

ysj— I , on obtient la suivante 


^ X\/— i _ X^ \J— I ' 

I 1.2 1.2.3 

= [ + i£±Z)iO _i£±7)! 


/ — * y^ 

I 1.2 I . a 




dans laquelle on pourra, si Ton veut, supposer reelles les variables , 
ety. Faisons, dans cette hypothese. 


5T(.«) = H-± 

L’equation (da) deviendra 


V— 1 _ X^\J — J 

I 1.2 I ! 2 . 3“ 


ro(.*)w(y) =:tsj(a: -t-j'); 

etl’on en conclura le Chapitre VIII, § V, equation (ta)] 

1 = A®(cos + y/— 7 sin &») 
on, ce qui revient au memo, 


j ^ ^ 2 I • 21 . 3 1 . 2 . 3 . 4 ‘ " 

I =A®(cost>a:H-v/^sin6£c) 
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les lettres A et representant deux constantes inconnues dont la pre- 
miere est necessairement positive. On aura par suite 


(34) 


X- 
I .2 

X 

I 


X* 


I. 2. 3. 4 

x^ 


1.2.3 

i^Xz=i — 00, X-. 


t cos^^, 

: sin bx 

■* 00 ). 


Pour determiner les constantes inconnues A et h, il sulFira d’observer : 
i" que les formules (34) doivent subsister lorsqu’on y change x en 
— X, et que, pour remplir cette condition, il faut necessairement sup- 
poser 


par consequent 


A®— A-* 
A = i; 


2 ° quo, si, aprfes avoir divise par x les deux membres de la seconde des 
formules (34), on fait converger la variable x vers la limite zero, le 
premier membre convergera vers la limite i, et le second membre, 
savoir 




X 


bx 


vers la limite b; d’oix r^sulte I’equation 

b — i. 

Cela pose, les formules (33) et (34) deviendront respectivement 


(35) 


I 4- 


X 


X^\J — I 


X* 


I 1.2 1.2.3 1.2 .3.4 

: s/— I sin::i: 

(,^rz — 00, ^ = -hoo); 


( 36 ) 


x^ 


X* 


l I . 2 . 3 . 4 


: COS^, 




H-. . .= sm X 


1.2.3 

[x — 00, ^ = - 4 -oo). 
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Si dans les deux dernieres on remplace la variable a? par la variable s, 
on retrouvera les formules (3o). 

II est essentiel d’observer que I’equation (35), lorsqu’on y suppose 
X = 5 sin 0 , fournit le developpement de 

cos(s sin5) + — isin(3sin0) 

suivant les puissances ascendantes de s. Si Ton tnultiplie ce develop- 
pement par celui de 

cos 0 

en ayant egard a la formule (3i), qui subsiste pour toutes les valeurs 
reelles et imaginaires des variables qu’elle renferme, on obtiendra 
precisement I’equation ( 28 ). 

Probl^me III. — Trouper la somme de la serie 

Y (cos 0 -t- \f^i sin 0 ) — -- ( cos 2 6 h- si n 2 0), 

-H y ( cos 3 0 H- sin 3 0) — . . . 


(ii) 


dans le cos ou I on altnbue a la variable z une valeur comprise entre les 
limues 


I. 


Solution. - Si Ton prend a I’ordinaire la lettre I pour la caracteris- 
ttque des logarithmes neperiens, on aura 

( i-f - 2 s cos 0 4- ‘ ™ ’ 

et par suite I’equation ( 21 ) pourra etre mise sous la forme 

•■(cos^D + sinaS) +. . . 


t 

— - ^ C0s6 -+- 5*) ^ 

\cosixs -H \/ — I sin^Ms^ 


{z'=~i, s = 4-,) 
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la valeur de s etant toujours donnee par la formule (i8). Si dans 
I’equation precedente on developpe les deux facteurs du second 
membre en series convergentes ordonnees suivant les puissances 
ascendantes de [x, puis, que I’^on effectue le produit des deux deve- 
loppements a I’aide de la formule ( 3 i), on trouvera 

I -H ~3(cos0 -t- \/— I sine) + ^ ^ ^-(cosae + v^— i sinaS) +. . . 

= 1+ Y [| /(H- 2S COS0 4- s') + .? \/^] 

4- — [v /( 1 4- 2 3 cose 4-5^) -\-s\J— ij"4- . . . 

Enfin, si, apres avoir reti'anclie I’unite de chaque membre, puis divise 
les deux membres par p., on fait converger la quantite p. vers la limite 
zero, on obtiendra I’equation 

( -- (cose -1- \/— I sine) — — (cos2e4- v/ — 1 sinae) 4- . . . 

( 37 ) > ^ _ 

I = 1 /(l 4- 23 cose 4- 3^) -4 « v/— I 

( 5 =: — 4 

Corollaire I. — Si Ton egale, dans les deux membres de I’equa- 
tion (37) : 1° les parties reelles; 2**^ les coefficients de V— ^ » et que 
Ton remette pour s sa valeur determinee par la formule (t8), on 
obtiendra les deux equations reelles 

— cosae 4 - ^ C0s3-e — .= 4- cose 4- s**)r 

"2 tj 

^2 , zsmd 

J sin 2 e 4- J sin 3 e - . . . = arc tang 

{3z=z — ly 


( 38 ) 


COS0 ' 


sin I 


256 


COURS R’ANALYSE. 


Corollaire 11. — Si I’on suppose 9 = ^ ou, ce qui revient au meme, 
cos 0 = 0 , sin0 = i, 


la seconde des equations (38) deviendra 


( 39 ) 


: arc tangj: 


(z — — I, ^_r-l-i). 


La serie qui forme le premier membre de cette derniere equation 
etant convergente, non seulement pour toute valeur niimeriquc de z 
infeneure a I’unite, mais aussi lorsqu’on suppose s = i (voir le Cha- 
pitre VI, § III, theoreme III), il en resulte que I’equation subsistera 
dans cette derniisre hypothese; et, commo on a d’ailleurs 


on en conclura 
(4o) ■ 


arctang(i) = -, 
A 


71 

4" 


La formule (4o) pent servir a calculer par approximation la valeur 
de 'TT, c est-a-dire le rapport de la circonference au diametre. 


§ III. — Notations employees pour representer quelques fonctions 
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommalion des series 
comergentes. Proprietes de ces mimes fonctions. 

Considerons les six notations 

A* sino;, cosar, 

Liv, arcsina:, arccosa;. 

Si 1 on attribue a la variable x une valeur reelle, ces six notations 
representeront, comme I’on sait, autant de fonctions reelles de 
qui, prises deux a deux, seront iwerses Tune de I’autre, c’est-a-dire 
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donnees par des operations Inverses, pourvu toutefois que, A desi- 
gnant un nombre, L exprime la caracteristique des logarithmes dans 
le systeme dont la base est A. II reste a fixer le sens de ces memes 
notations, dans le cas oil la variable x devient imaginaire. C’est ce 
que nous ferons ici, en commeneant par les trois premieres. 

On a prouve que, dans le cas oil la variable x est supposee reelle,' 
les trois fonctions representees par 

A*, sinx, cosa; 

sont toujours developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. On aura, en 
effet, dans cette hypothese. 


ilk x’-{iky- x^ikf 

; I 1- 1 

I 1.2 1.2.6 


X I 


(I) 


{ cos.r I 


x^ 

l .2 




I . 2 . 3 . 4 


X x^ 

sm X := *5 

1 1 . 2.3 


la caracteristique I designant un logarithme neperien. De plus, comme 
(en vertu du theoreme I, corollaire I, § II) les series qu’on vient de 
rappeler restent convergentes pour loutes les valeurs reelles ou ima- 
ginaircs de la variable x, on est convenu d’etendre les equations (i) a 
tous les cas possibles, et de les consid6rer comme pouvant servir a 
fixer, lors meme que la variable devient imaginaire, le sens des trois 
notations 

A*, siria;, cosa:. 

Observons maintenant que, si dans la premiere des equations (i) 
on faif 

■A 

e designant la base des logarithmes neperiens, on en tirera 


( 2 ) 

OEmres de C. — S- II , t. lU. 


X 

:l + ~ 

1 


1.2 
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puis, en ecrivant successivement, au lieu d« a;, xlk, 

— X y/— I , ■ 


.WA ^ x\lky- ^ s e^jlkf 

1.2.3 


(3)' 


; m + - J-\ jzr^ 

I 1.2 1.2.3 '' 


I . 2 

^2 


X' 






On aura par suite 

(4) 




— A®, 

: CQS. 2 ; 4- y' — I sin.r, 
: C0S;r — v/— i sinj:. 


la variable x pouvant toujours etre ou reelle, ou imaginaire. De 
I equation (3i) (§ II) donnera, quels que soient x et j, 

(3) 


ex gr~ e*+r. 


■m 


Cela pose, il deviendra facile d’obtenir sous forme finie les valeurs de 
A®, sina; et coso; correspondantes a des valeurs imaginaires de la 
variable a;. En effet, si Ton’ suppose 


( 6 ) 


X z=z a 


6 \J- 




a, ^ representant des quantites reelles, on conclura des deux 
mieres equations ( 4 ) jointes a Tequation ( 5 ) 


■I Jilii 


pre- 


(7) 

et des deux dernieres equations ( 4 ) 

ea:v/-r_|_ Q-XsI-l 


( 8 ) 


COS^ : 


Sin^r nz 


ga? y/- 1 . 


-X y/- I 








puis, en lemettant pour bo sa valeur a 4 - S \f^^i , et developpant les 
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seconds membres, 




COS X — cos a sin a 1/ — i , 

2 .2 V ? 

— e~~^ r— 

sui X — — sin a -l cos a w — i 

2 2 

cos — a-— 1^. 


Ainsi, dans Thypothese admise, les trois notations 


sin^, cos^ 


designent respectivement les trois expressions imaginaires 


A“(cos6 Ik -h v^— I sm6 Ik), 

4 .- 

sin a H — cos a v/ — i , 

6?^ -H 6"'^ • — e ~^ . ! — 

..... cos a sm a\J — i, 

2 2 ^ 


Dans la merne hypothfese, si Ton fait 


A ~ e, 


I’equation (7) fournira pour la notation 





la valeur suivante : 

6*^(0086 H- f sin 6 ). 

Les valeurs des trois fonctions 

k^, sin^, cos^ 

se trouvant fix6es par ce qui precede, dans le cas oil la variable x 
devient imaginaire, nous avons encore a chercher quelles definitions 
on doit donner, dans le m6me cas, des fonctions inverses 


hx, arcsine, arccos^ 
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ou plus generaleraent quel sens on doit alors attribuer aux notations 


L((a;)), arc sin ((ii?)), arccos((x)). 


Supposons toujours 

x = a. + I =: p(cos0 -I- \J — I sin0), 


a, S designant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacces par 
le module p et I’arc reel 6. Toute expression imaginaire a -+- (’\/— t 
propre a verifier I’equation 




sera ce qu’on appelle un logarithme imaginaire de x pris dans Ic sys- 
teme dont la base est A. Coinme I’equation (lo) fournit, ainsi qu’on 
le verra ci-apres, plusieurs valeurs de « -i- dans le cas m6me 

oil S se reduit a zero, il en resulte que toute expression, soit imagi- 
naire, soitreelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsquc Ton 
voudra designer indistinctement un quelconque de ces logarithmes 
(parmi lesquels on doit comprendre le logarithme reel, s’il y en a), 
on emploiera la caracteristique L ou / suivie de doubles parentheses,' 
en.ayantsoin d’enoncer dans le discours la base du systeme. Nous 
choisirons de preference la caracteristique /, lorsqu’il s’agira de loga- 
rithmes neperiens pris dans le systeme dont la base est e. En vertu <le 
ces conventions, les divers logarithmes des quantites reelles ou expres- 
sions imaginaires 

I > 1 , 0£ -j- S — 1 , X ' ' : 


se trouveront respectivement designes, dans le systeme dont la base 
est A, par 

b((i)), L((— i)), L((ot-i- L((a?)) 


et, dans le systeme neperien dont la base est e, par 


Cela pos6, pour determiner ces divers logarithmes, il sufRra de re- 


soudre les problemes saivants. 
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Probl^me I. — Trower les diverses valeurs rdelles ou imaginaires de 
r expression 

Solution. — Soil u + v\j—i I’une de ces valeurs, u, designant 
deux quantiles reelles. On aura, d’apres la definition meme de I’ex- 
pression /((i)). 

(Ii) e'‘+‘'v/^=;i 

ou, ce qui revient au meme, 

e" (cos r + \/— I sin (') — I . 

On tirera de cette derniere equation 

e"=r-I, 

cosp -i- y/— I sine = i 

et, par suite, 

M =: 0, 

cose — I, sine=;o, v — ±:i.kTi, 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantiles « et e 
etant ainsi determinees, les diverses valeurs de u -\-v\j— i propres a 
verifier I’equation (i i) seront 6videmment comprises dans la formule 

U + V\J — \ —± 2 k'K\/— I . * 

En d’autres termes, les diverses valeurs de ^((i)) seront donnees par 
I’equation 

(12) l{{\))—d!Zlk'K\/— I . 

Parmi ces valeurs une seule est reelle, savoir, celle qu’on obtient en 
posant k = o, et qui se reduit elle-meme a zero. C’est pour repre- 
senter cette valeur r6elle qu’on emploie communement la notation 
simple 

l{l) ou ^I. 

Quant aux valeurs imaginaires de /((i)), elles sont evidemment en 
nombre infini. • . 
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Probl6me II. — Trouver les dwerses valeurs de I’ expression 

Solution. — Soil Tune de ces valeurs, u, v designant 

deux quantiles reelles. On aura, d’apres la definition meme de Fex- 
pression /((— i)), 


gK + tyl-l _ 


ou, ce qui revient au meme. 


l^cosr 4- v'- - i sinr) — — i. 


On tirera de cette derniere equation 


et, par suite, 


cos (' + y'— I sin V -- I 


u = o. 


' — -I, sinr — 0, t' -~rb (2 A- 4 - 1 ) 7 :, 


k representant un nombre entier quelconque. Les quantites u, v 6tant 

^ ^ ^ J i. i • ' 1 1 • 1 


ainsi deferminees, les diverses valeurs de u 


V v - I propres a veri- 


fier Fequation (i3) se trouveront evidemment comprises dans la for- 
mule 

M 4 - ('V' — ' — ± (2 A -f- 1)7: I . 

En d’autres termes, les diverses valeurs de l({- i)) seront donnees par 
Fequation 


. ^{(~i))=±(2A4-i)7:\/-^i. 

Par consequent ces valeurs seront toutes imag 
infini. 


seront toutes imaginaires et en nombre 


Probl^me III. Trouver les diverses valeurs de. V expression 
Solution. ~ Soil u-[-v\l~i Fune de ces valeurs. On aura, d’ap 
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Comllaire /. — Si Ton fait, pour plus de commodite, 

(•7) C = arctang|, 

il sera facile d’introduire dans la formule (i6) I’arc "Q au lieu <lo Tare 0 . 
En effet, on pourra supposer 

6=.K 

si a est positif, et 

si a est negatif. On trouvera, dans la premiere hypothese, 

(18) /((a + 6y/ — i)) = /(p) 4- ? — *+^((0 ) 

et, dans la seconde, 

(19) /((a + Sv/— i)) — /(p) 4 - C\/-- 1 -+- TT y'— 1 4- /((i)). 

Si dans cette derniere equation on fait, en particulier, 

a 4 - 6 v^— 1=— I, c’est-ti-dire — t, Sr:=o 

et, par,suite, 

P = I, K=-o, 

on obtiendra la suivante 

(20) ^((— Ol^^Try/"— I 4- /((O). 

II en resulte qu on aura generalement, pour dcs valours negative's 
de a, 

1^0 + ^y'— I 4- ;((— i)). 

Supposons maintenant que dans les formales (18) et (ar) on siih- 
stitue a la place de p et de ^ leurs valeurs 

arc tang-* 

On trouvera, pour les diverses valeurs de 
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[ arc tang - 


I + ^((i)) ; 


PREMIERE PARTIE. 

1 ° Si a est positif, 

(22) /((a + 6y/— i)) = ^ 6^) + ^a 

2 " Si a est negatif, 

(28) ”1- S ^ “ — Z(ot® + 6®) -H ^arc tang — ^ ^ — i + /(( — i)). 

Corollaire II. — Si, dans les equations ( 22 ) et (23), on suppose 
g = o, elles donneront respectivement, pour des yaleurs positives 
de a, 

( 24 ) , I((a))=:/(a) + Z((i)) = /(a)±2*7iv— • 

et, pour des valeurs negatives de a, 

(25) l{(cx)) = l{—cx.)-hl{{—t)) = l{—'x)±{2k + i)'n:\f^, 

k devant toujours 6tre un nombre entier*. II suit de ces dernieres for- 
mules qu’une quantite reelle a a une infinite de logarithmes imagi- 
naires, parmi lesquels se trouve un seul logarithme reel, dans le cas 
oil a est positif. On obtient ce logarithme reel, designs par la notation 
simple /(a) ou /a, en posant, dans I’^quation (“ 24 ), k = o. 

Scoliel. — Parmi les diverses valeurs de /((i)), ainsi qu’on I’a deja 
remarqu6, il en est une 6gale a zero, que Ton indique par la notation 
l(i) ou li, en faisant usage de parenth^sses simples, ou meme les sup- 
primant tout h fait. Si Ton substitue cette valeur particuliere dans 
l’6quation ( 22 ), on obtiendra une valeur corresp’ondante de 

^((a + gy'ITT)), 

que I’analogie nous porte a indiquer, a I’aide de parentheses simples, 
par la notation 

' /(a-l-6\/ — 1 ). 

C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, 

(26) /(a + = + (arc tang-) 
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Si, au contraire, a devient negafcif, - a etant alors positif, on trou- 
vera 


arc tang ■ 


v/- 


ou, ce qui revient au in^me, 
{27) /(— a — 6^117) — 


arc tang- ) i . 


En faisant usage des notations precedentes, on reduira les equa- 
tions (22) et (23) a celles qui suivent 


(28) 

(29) 


l{{a. 4- 6 (/— i)) = Z(a S v'— i) ^((i)). 

/((« + 6 \/=^)) = Z(_ a _ 6 v/ITT) -4 ^((- 1)), 


la premiere se rapportant a des valeurs positives de a, et la seconde 
a des valeurs negatives de la meme quantite. En d’autres termes, sui- 
yant que la partie reelle d’une expression imaginaire representee par 
X sera positive ou negative, on aura 


^((^)) — -H ^((l)) 


(3o) 
ou bien 

(30 ■ l{{x)) = l{-x)-^l{(-i)). 

En resumant ce qu’on vient de dire, on voit que la notation 

l{x) 

% 

a une signification precise determinee par I’equation (26), dans le 
cas seulement oil la partie reelle de I’expression imaginaire repre- 
sentee par X est positive, tandis que la notation 

a, dans tons les cas possibles, une infinite de valeurs determinees par 
I’unc des equations (28) et (29). 
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pROBLEME IV . — Trower les dwerses valeurs de V expression 

L((a j)), 

let cctrctcteristKjue L ludiqucint un logctrithiTie pns dans le systime dont let 
base est A. 

^ Solution. Soil toujours u 4 - ^sj — i I’une des valeurs de Texpres- 
sion que Ton considere. On aura, d’apres la definition meme de cette 
expression, 

(32) A“+''v^=a + 6v/i::T 
oil, ce qui revient au memo, 

g(K+.i,y/_l)/A_ _|_ g j ^ 

I etant la caracteristique relative aux logarithines neperiens. On en 
concliira. 

(u-l-py^ — i) ZA ~ ^((« 4- 6 ^ 

et, par suite, * 

u + i((« + 6 V^)) 

lA. 

ou, en d’autres termes, 

(33) L (( « + g . 

I A. 

Cette derniere equation subsiste dans le cas m^ine ou S s’evanouit, 

e’est-a-dire lorsque I’expression imaginaire se reduit a 

une quantite reelle. 

Scolie. — Si Ton suppose la quantite a positive, a la valeur particu- 
libre de /((a + ^ 4^)) representee par /(a h- S \/~i) correspondra 
une valeur particuliere de L((a + 6\J — i)), efue I’analogie nous porte 
a designer a I’aide de parentheses simples par la notation 


L(a4-6\/— i). 
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Cela pose, on aura, pour des valeurs positives de a, 


(34) L(« + S\/=^t)=: ^ 


arc tanar ■ 




De plus, si dans I’equation (33) on substitue pour /((a + S i)) sa 
valeur tiree successivement des formules (28) et (2c)), on trouvera, 
pour des valeurs positives de la quantite a, i 

(35) L((a -f- S\/— i)) — "TaT ~ ') “^' !"((’))* 




et, pour des valeurs negatives de la meme quantite, 


/ w . n_^(-«-6s/-0 , ^((-0) 

( 3 ,) + --rA- 

( =rL(-«-Sv^:^) + L((-i)). 

En d’autres termes, suivant que la partie reelle d’une expression ima- 
ginaire representee par x sera positive ou negative, on aura 


L((a;)) = L(j;) + L((i)) = L(x) ± , * 


rj 






ou bien 


(38) L((^)) = L(-^) + L((-i)) = L(-^): 


( 2 k -f-i)Tr\/— I 






k designant un nombre entier quelconque. On pent ajouter que des 
deux formules precedentes la premifere subsiste pour toutes les valours 
reelles positives x, et la seconde pour toutes les valeurs reelles nega- 
tives de la meme variable. 

Apr'es avoir calcule les divers logarithmes de I’expression inaagi- 


I' 


■6^, 




proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 


egal a x. Si Ton designe par 


arc cos ((47)) — it — i— — i 


esi 
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Tun quelconque de ces arcs, on aura, pour determiner — 

I’equation 

cos(m + «'\/ — i) = a-i- 6 \/ — I 

ou, ce qui revient au meme, la suivante 

qV Q-V ^ 

^ 3 g) — n COS It sm ii V — I zz: a -h b y/— i , 


laquelle se divise en deux autres, savoir 


(4o) 


— cos u = of, sm M = — 6. 


A ces dernieres on pent substituer le systeme equivalent des deux 
formules 


(40 


a 


a 


cosw sinw 


j : 

cosM smu 


De plus, si Ton elimine p entre les formules (4i), on en tirera succes- 
sivement 

?L=:i 

cos®« sin®« ’ 

sin‘M — (i— a*— S»)sin*M — S“=o; 

puis, en observant que sin^u est necessairement une quantite posi- 
tive. 


On aura, par suite. 


cos’* u ~ 


I + a® -t- S® 


\/C-^ 




\/(^ 




-h 


vc-^y 


et, comme [en vertu de la premiere des equations (4o)i cosm et a 
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doivent etre de meme signe, on trouvora, en extrayant les racines 
carrees, 

a 



(42) 


COSM 


[ 


I -f- 




Cela pose, si Ton fait, pour plus de commodite, 

U arc cos 
(43) 








IH- 


/7i -h a‘^-h 6^\- "T 

Vi— 


V: 


^cosU sinU^ 
on conclura des equations (4i) et (42) 

(44) ci = ±:V ± 2 in, (' = ±:V, 






^ designant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, V 

devant etre affectees du meme signe; en sorte qu’on aura definitive- 
ment 


(45) 


arc cos((a;)) =± 2 A- 3 r±:(U + V \/^). 




Parmi les diverses valeurs de arc cos((cc)) que fournit I’equation pre- 
cedente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant /&== o dans le 
premier terme du second membre, et prenant I’autre terme avec le 
signe -H. Nous la designerons a I’aide de parentheses simples, etnous 
6crirons en consequence 


arc cos(a:) = l 

ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 

arccosa;= U 4 - V\/irT. 

Dan| le cas particulier oii, g etant nul, la quantite a reste comprise 
entre les limites - i, +x, la formule (46) se reduit, comme on 


Slim 

IP’S;!®’!?'? 

-PilliSili 
. PlSIt’iH, 

mrnMIM 
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devait s y attendre, a Pequation identique 

' arc cos a = arc cos a. 

D autre part, si Ton observe que rt alir represente un quelconque 
des arcs qiii ont 1 unite pour cosinus, on reconnaitra que I’equa- 
tion ( 45 ) peut etre mise sous la forme 

(47) arc cos((.'»)) =:± arccosa; -h arccos((i)). 

II est encore essentiel de remarquer que, dans le cas oil Ton suppose 
6 = 0 et la valeur numerique de a superieure a I’unite, I’expression 

arc cos a 

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera.donnee par 
I’equation 

(48) arccosa= 
si a est positif, et par la suivante 

(49) arccosa = 7r-+- /(— «)v/^ = [/(—a) -7r\/^] 
si a devient negatif. 

Considerons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 
a; = a -hS sj— i . Si Ton ddsigne un quelconque de ces arcs par 

arc sin((a?)) =: tt + py/— j , 

on trouvera, en ayant egard a la seconde des equations (9), 

a? = sin(« + p \J— i) = — p\/— 1^> 

et Ton on conclura 

(50) • arc sin((®)) z= u + ey/— 1 = ^ — arc cos(( j;)). 

Si, dans la formule precedente, on substitue les diverses valeurs de 
arccos((a:)), dont Tune a ete designee par la notation arccos(aj) ou 
arccosa?, on obtiendra les diverses valeurs de arcsin((a?)), dont Tune 
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sera designee par la notation arc sin 
par I’equation 


ou arcsinn;, et determinee 


Pour obtenir ces proprietes, il sulFit d’etendre les formul 
fonctions verifient dans le cas oil la variable x est reelle, av 
variable devient imaginaire. Cette extension s’effectue c 
sans difficulte pour chacune des trois fonctions 


Ainsi, par exemple, A, B, C, ... designant plusieurs nombres, on 
prouvera facilement que les equations 


COS ( ^ -f-y) zr: COS .r cosy — sin^smy, 

( sin {x +y) =: sin^ cosy -H siny cos^ 

subsistent egalement pour des valeurs reelles et pour des v 

ginaires quelconques des variables x,y, z, Mais, si To 

des foriuules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 


on trouvera le plus souvent que ces formulcs, etendues an cas ou les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu^avec des res- 
trictions considerables, et pour certaines valeurs des variables dont il 
s'agit. Par exemple, si Ton fait 
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et, si Ton designe par [x une quantite reelle quelconque, on recon- 
naitra que la formule 

(54) L(a;)+L(j) + L(s)+... = L(^js...) 

subsiste seulement dans le cas ou, a, a', a", ... etant positifs, la 
somme 

^ 6 & <§," 

arc tang - -+- arc tang — , + arc tang - ■ 

reste comprise entre les limites — formule 

(55) L{xV-)z= 

dans le cas oil, a etant positif, le produit 

, 6 
fx arc tang - 

reste compris entre les memes limites. . 
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CHAPITRE X. 

SUR LES RACINES R^ELLES OU IMAGINAIRES DES EQUATIONS ALG^BRIQUES DONT LE PREMIER 
MEMBRE EST UNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTlJlRE d’uNE SEULE VARIABLE. RESOLUTION 
1)E QUELQUES EQUATIONS UE CETTE ESPECE PAR L’aLGEBRE OU LA TRIGONOMETRIE. 


§ 1. On pent satisfaire a toute equation dont le premier memhre est 
line fonction rationnelle et entiere de la variable x par des valeurs 
reelles ou imaginaires de cette variable. Decomposition des polyndmes 
en facteurs du premier et da second degre. Representation geome- 
trique des facteurs reels du second degre, 

Considerons une equation algebrique dont le premier membre soit 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x. Si n represente le 
degre de cette equation, elle pourra se mettre sous la forme 

a^^ etant des coefficients constants reels ou imagi- 
naires. On appelle racine de cette meme equation toute expression 
reelle ou imaginaire qui, substituee a la place de Finconnue rend le 
premier membre egal a zero. Supposons d’abord, pour fixer les idees, 
que les constantes a^^ ..., a,^ se reduisent a des quantiles 

reelles. Alors, si deux valeurs reelles de ^ substitutes dans le premier 
membre de Tequation (i) fournissent deux resultats entre lesquels 
zerosetrouve compris, c’est-a-dire deux resultats de signes contraires, 
on conclura du Ghapitre II (§ II, theoreme IV) que Fequation (i) 
admet une ou plusieurs racines reelles comprises entre ces valeurs. II 
en resulte que toute equation de degre impair aura au moins une 
racine reelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre 
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de I’equation (i) changera de signe, avec son premier terme a^x'^, 
toutes les fois qu’en attribuant a la variable x des valeurs numeriques 
tres considerables on fera passer cette variable du positif au negatif 
(voir le tlieorbme VIII du Chapitre II, § I). 

Lorsque n devient un nombre pair, la quantite af demeurant posi- 
tive tant que la variable x est reelle, le premier membre de Tequa- 
tion (t) Unit par etre, pour de tres grandes valeurs numeriques de x, 
constamment de meme signe que a^. Si, dans la meme hypothese, a„ 
et sent de signes contraires, le premier membre changera evidem- 
ment de signe, lorsqu’on passera d’une tres grande valeur numerique 
de a; a une tres petite, en laissant la variable toujours positive ou tou- 
jours negative. L’equation (i) aura done alors deux racines reelles : 
Tune positive et I’autre negative. 

Lorsque, n etant un nombre pair, et aj, sent de meme signe, il 
peut arriver que le premier membre de I’equation (i) reste, pour 
toutes les valeurs reelles de x, de mfime signe que a^, sans jamais 
s’evanouir. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des equa- 
tions binomes 

^’2 I ZZ o, .3?^ I = O, H- I m 0, .... 

Dans un cas semblable, I’equation (i) n’aura plus de racines reelles; 
mais on y satisfera en prenant pour x une expression imaginaire 

u + V \/— I , 

u, i> designant deux quantites reelles et finies. Cette proposition et 
celles que nous venons d’etablir se trouvent renfermees dans le theo- 
reme suivant : 

TuEORfiME 1. — Quelles que soient les valeurs rSelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a^, u,, . . ., ^ equation 

( I ) ay a?"-* -i- . . - -4- -i aj -t- «„ = o, 

dans laquelle n designe un nombre entier egal ou superieur a I unite, a 
toujours des racines reelles ou imaginaires. 
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Demonstration. - Designons, pour abreger, par f{x) le premier 
membre de I’equation (i) : f{x) sera une fonction reelle ou imagi- 
naire, mais toujours entiere, de la yariable x', et, puisque toute ex- 
pression reelle Mse trouve comprise comme cas particulier dans une 
expression imaginaire m-i- vsj— i , il sufSra, pour etablir le theoreme 
enonce, de demontrer generalement qu’on peut satisfaire a Tequation 

(0 _ f{x) — o, 

en prenant 

X—U-h 

puis attribuant aux nouvelles variables w et p des valeurs reelles. Or, 
si Ton substitue la valeur precedente de x dans la fonction f(oc), le 
resultat sera de la forme 

e), 

designant deux functions reelles et entiferes des va- 
riables u et Cela pose, I’equation (i) deviendra 

?(«, i') H-\/— I X(«> r) = o; ■ 

et, pour y satisfaire, il sufl&ra de verifier les deux equations reelles 

(2) j /; 

\ x{u,o) — o . V- 

ou, ce qui revient au meme, I’equation unique 

(3) [?(«, e)]2=;o. 

Done,' si Ton pose, pour plus de commodite, 

(4) F(m,(») = [9(m,p)]2+ 

il restera seulement a montrer que Ton peut obtenir des valeurs reelles 
de u et de V propres a faire evanouir la fonction 

' F(h, 

On y parviendra sans peine a I’aide des considerations suivantes. 
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D’abord, pour determiner la valeur generale de la fonction v), 
on representera chacune des constantes reelles ou imaginaires a„, 
a^, a,„ ainsi que la variable imaginaire u-{-v \J— i , par le 

produit d’un module et d’une expression reduite; et Ton ecrira, en 
consequence, 

( 5 ) 

( 6 ) 

On aura, par suite, 

, = por"[cos(«(f + do) + V^— I sin(«J H- 0o)] • 

-H pir'‘-‘[cos(n — I di) + \/—i sin(ft — i. ^ + 0,)] -i-. . . 

-H p„_ir[cos(^H- + \/~i sin(« -i- 0„_i)] 

-f- p„ ( cos si n ) ; 

et I’on en deduira 

9 ( K, (> ) = p, /•» c,oa{nt + 0o) + ptr"-* cos(n — i + 0i) + . . . 

. . . H- p„_i r cos ( « + 0„_i ) H- p„ cos 0„, 

M, p) = po r'* sin (nf + 0o) + Pi sin (n — . 

. . . H- p„_, r sin ( « -t- 0„_, ) + p„ sin 6„, 

' F(u,f’)= [pD r'‘ cos (nt -h do) + Pi r’^^COs(n — I ,t -h di) +.. . 

. . . + p„_, f cos ( « + 0„_1 ) + P» cos 

+ [po^" sin(n^ 4- 0o) + Pir''-^ sin(n — i 4- 0i) -t-. ■ ■ 

(g) I ...+ p*_jrsin(«-l-S,,>_i)-4-p„sin0„]“ 

I ^PoPiCos(f^+ 0,-00 

P?+ apopj cos(2«-t- 00— 02) 1 

+ — ^ p 



«0 --Po (cos 0 o +\/— isin 0 o ), 
= pi (cos 01 -t- \/— I sin 01 ), 

J 

««-i = Pn-i (cos 0„_i 4- \/^ sin 0,i_, ), 
«« =Prt (cos0„ 4 -\/— isin0„ ), 
u 4- v <^. — I = r(cosJ 4- v/ — I sini).- 
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II resulte de cette derniere formule que la fonction F(w, tou- 
jours evidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont Tun, 
savoir 


croitra indefiniment si Ton attribue aux variables a, ou a Tune 
d’elles seulement, des valeurs numeriques de plus en plus grandes, 
tandis que 1 autre facteur convergera dans la meme hypothese vers la 
limite p^, c^est-a-dire vers une limite finie differente de zero. On en 
conclura que la fonction F(i/, ne pent conserver une valeur finie 
qu autant que les deux quantites u, ^ regoivent elles-memes des va- 
leurs de cette espece, et devient infiniment grande des que Tune des 
deux quantites croit indefiniment. De plus, comme I’equation (4) 
donne pour F(w, une fonction entiere, et par consequent une fonc- 
tion continue des variables u et il est clair que r), variant avec 
elles par degres insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 
zero, atteindra une ou plusieurs fois urie certaine limite inferieure 
qu’elle ne depassera jamais. Representons par A cette limite, et par 
^o> ^0 un des systemes de valeurs finios de u et de c, pour lesquels 
F(i/, se reduit a A, en sorte qu’on ait identiquement 

— A. " V 

La difference F(^, p) — F(uo, n.e s’abaissera jamais au-dessous de 
zero ; par consequent, si Ton fait , . 

a designant une quantite infiniment petite, et A, k deux quantites 
finies, Fexpression 

F(«/o- 4- oc/z, a/c) — F(«o><^o) 

ne sera jamais negative. En partant de ce principe, il sera facile de 
determiner la valeur de la constante A, ainsi qu’on va le faire voir. 

Si dans 1 expression imaginaire /'{u + e \/ — i ) on substitue pour u 
et e leurs valeurs donnees par les formules (tr), cette expression, 
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devenant alors une fonction imaginaire et enti^re du produit 

pourra etre developpee suivant les puissances entieres et ascendantes 
de ce meme produit. En designant par 

R (cost +v/^sinT ), 

Ri (cos 1 1 -H sj — I sinTi ), 

? 

R„(cosT„+ v/^smT„) 

les coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu- 
vent se reduire a zero, et faisant, pour plus de commodite, 

(12) /i + 1 =p(cos 0 sinS)', 

on obtiendra I’equation 

/[«o+ f’o H- 0t(h ■+■ A\/^)J 
r= R (cosT -h sinX) 

+ ocRj p [ cos (Ti -t- 0) ^ — I sin(Ti + 0)j - 4 -, . . 

* • « oc”R;,p^ [cos (T„ n 6 ) -j- ^ — i sin(Tra“H 

dans laquelle les termes du second membre, et par consequent les 
modules 

R, Ri, Rn, 

ne sauraient s’evanouir tous en meme temps. Comme on aura d’ailleurs 

( f\ua+ ah + {Vd-h xk)\/ i] 

I ^ 

( =z' 9(«0“H aA, ^0+ + V““ I x(^0‘+" ^0-i- 

on conclura de r^quation (i3) 

I (p(Mo-f- ah, (’ 9 - 1 - ak) 

= R COST -+-• aR,p cos(T, + B) +. . .+ a»R„p» cos(T„ H- n9), 
X{Uo-+- ah, Po 4- «^) 

=: R sinT -+- aRjp sin(Ti + 9 ) + . . . + a^RnP" sin(T„ 4- «0), 
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et, par suite, 

i V och, <xk) 

= [R cosT + aRip cgs(T, + 0) + . . . + a'^R^p'^ cos(T„ + «0)]® 
-l-[R sinT 4-aRip sin(Ti + 0) siQ(T„ 4- n0)]2. 

Si dans cette derniere forinule on pose oc = o, on en tirera 

F(w„, p„) — R2. 

Done R® = A, R = A" . Si niaintenant on developpe le second membre 
de I’equation (i6) suivant les puissances descendantes de R, et que 

1 on y reinplace ensuite R par A? , cette equation deviendra 


F ( «o + s! A, + a. k) 

(ly) I =A + 2A^ap[R,cos(T,-T + 0)4-. 

-+-a=p=j [R, cos(Ti -+-0) 4-. 

4- [Rj sin(Ti 4- 0) 4-. 


. .4- a"-ip»-‘R„ cos(T„ — T 4- n0)] 
. 4 - 0£«-‘p''-iR„ cos(T„ 4- n0)]®. 


.+ a«-'p'*-‘Rn sm(T„ + «0)]* jr 

et, si Ton fait passer dans le premier membre la quantite A = F(«o,('o)» 
on trouvera d6finitivement 


F(Wo4- ah, (^ 0 + — F(Mo, (>(,) 

(i8) { =2A^«p[RiCos(T,-T + 0) 


+ a2p2| [RjCOs(T, 4- 0) 
[Ri sin(Ti -t- i5) 


4- . . . 4- p»-i R„ cos ( T„ — T 4- « 0 )] 

4-. . .-h a^-ip^-iR^ cos(T„ 4- /10)]® 


4-0)4-...4-5c''-ip'>-iR„ sin(T„4-/i0)]* 


Celapose, puisque la difference 




F(Wo4-«A P(,4-(zA') — F(« j, Pj) 


ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zero, il faudra de 
toute necessite que, pour de trfes petites valeurs numeriques de a, le 
second membre de I’equation precedente, et par suite le premier 
terme de ce second membre, e’est-a-dire le terme qui renferme la plus 
petite puissance de a, ne puisse devenir negatif. Or, en designant par 
R„i la premiere des quantites 
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qui obtient une valeur differente de zero, on trouvera, pour le terme 
dont il s’agit, 

3 A^’«'“p'"R,„ cos(T,„ — T + m-9), 

si A n’est pas nul, et 

dans I’hypothese contraire. De plus, comme, la valeur de I’arc 6 etant 
tout a fait indeterminee, on peut en disposer de manibre a donner au 
facteur 

cos (T,„ — T niQ'jy 

et par consequent au produit 

2 A^ P R,„ cos (T„, — T + w 0 ), 

tel signe que Ton voudra, il est clair que la seconde hypothfese reste 
seule admissible. On aura done necessairement 

( 19 ) . A = o, 

ce qui reduira I’equation (10) k 

(20) F(Mo. <^o) = 0 - 

Il en resulte que la fonction r(M, (>) s’evanouira si Ton attribue aux 
variables u, les valeurs reelles t’o; et, par suite, que Ton verifiera 
I’equation 

(l) /(a?) — O 

en prenant 

a: = «o + ^0 \/ — 1 • 

En d’autres termes, «„ + (•0 V — i sera une racine de I’equation 

(l) ^0^"-+- . • • -4- CCk-’i^ -1- O. 

La (leiBonstration precedente du th^oreme I, quoiquB differente en 
plusieurs points de celle qu’en a d.onnee M. Legendre {Theorie des 

NombreSy F® Partie, § XIV), est fondee sur les memes principes. 

36 
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Corollaire. — Le polynome 

/(«^) = + . . . + a; -t- 

s evanouissant, ainsi (ju’on vient de le dire, pour 

^ “ Wo Vq \J — I j 

sera, en vertu du theorenie I (Chapitre VIII, § 1^)» sl^obrifjuenient 
divisible par le facteur 

a; — — <>„ \jzri . 

Le quotient, ne pouvant etre qu’un nouveau polynome du degre n — i 
par rapport a x, sera encore necessairement divisible par un nouveau 
facteur de meme forme que le precedent, c’est-a-dire du premier 
degre par rapport a x. Designons par 

X — __ ^ — I 

ce nouveau facteur. Le polynome /(a;) sera equivalent au produit des 
deux facteurs 

^ Wo — ('o — I , X — U^ — (>, \J — I ,, 

par un troisieme polynome du degre n — 2 . On prouvera que ce troi- 
sieme polynome est divisible par un troisieme facteur semblable aux 
deux autres; et, en continuant a operer de la meme maniere, on finira 
par obtenir « facteurs lineaires du polynome f{x). Soient respective- 
ment 

ces memes facteurs. En divisant le polynome y(^) par leur produit, 
on trouvera pour quotient une constante evidemment egale au coeffi- 
cient a,, de la plus haute puissance de x dans /(x). On aura, en con- 
sequence, 

(21) f{x) = a,{x-u,- V, v/ITi:) {x-u,- ^i) . . . (x - ^). 

Cette derniere equation renferme un theoreme que Ton peut enoncer 
ainsi qu’il suit : 


♦ 
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Theor£me II. — Quelles que soient les valeurs reelles ou imaginaires des 

COTtSlQJXtCS ^/i» ^ polj^TiOTTlC 

«„a;« + £?( a;«-‘ + . . . 4- a„_ I aj + a„ = f{a : ) 

sera equivalent au produit de la constante par n facteurs lineaires de 
la forme 

x — a — Sy/ — I . 

Determiner les facteurs dont il est ici question, c’est ce qu’on 
appelle cfe’comjoo^er le polyn6me /(a;) en ses facteurs lineaires. II n’y 
a qu’une seule maniere d’effectuer cette decomposition. Pour le de- 
montrer, supposons que deux methodes differentes aient fourni les 
deux equations 

, ( f{x)— afx — u^— — u, — . . fx — — 

^ ) 1 

( f{x) =^afx — o:„ — i) (.r — _ 6i \l — \). . fx — — S„_, y'— i). 

On en tirera 


{x — a^ — % sj— i) (a; — a, — S, \j— {)..fx — — 6„_, y'— i) 

z={x — U^— (>o\/— l) {x — Ui—Vi\l—\). . .(x — u,,-,— v^— j). 

Le dernier membre de la formule precedente s’evanouissant lorsqu’on 
attribue a la variable a; la valeur particuliere u„ + v^^sj — t , il faudra 
de toute necessite que, pour cette m^me valeur de a;, le premier 
membre, et par consequent Tun de ses facteurs (voir le Chapitre YII, 
§ II, theoreme VII, corollaire II), se reduise a zero. Soit 

X — SovZ—i 

le facteur dont il s’agit. On aura identiquement 

c(q 4- §0 f — 1 = «o 4^ Pi) — I 



■ 6 ov/- 


«o — f'o V^— I 


et, par suite, 


X 
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Cela pose, Ja forraule (aS) pourra etre remplacee par la suivante : 

( — a, — 6, \/— i) ... (a; — pc„_^ — g^_, ^31) 

= (a? — Ml— V/— 0- • -(^ — e„_i v/^). 

Le second membre de celle-ci s evanouissant lorsqu’on suppose 

X ZZZ Wj ~f- ^ , 

1 un dos factcurs du premier membre, par exemple, 

OCj — ^1 — 1 , 

devra s evanouir dans la meme hypothese, ce qui entrainera deux 
nouvelles equations identiques de la forme 

oci + \/— I z=z y/— r 

X — ai — \/ — i —o) — Ui — ^ — 1 . 

En repetant plusieurs fois le meme raisonnement, on prouvera que les 
differents facteurs lineaires dont se composent les seconds membres 
des equations ( 22 ) sont absolument les memes dans I’une et I'autre 
equation. II est essentiel d ajouter que chaque facteur imaginaire de 
la forme 


^ — a 


— 6 s/— I 


se change en un facteur reel a? - a, toutes les fois que la quantite 6 
se reduit a zero. 

Le premier membre de 1 equation (i), etant, d’apres ce qu’on vient 
de dire, decomposable d’une seule maniere en facteurs lineaires, ne 
peut s’evanouir qu’avec I’un de ces facteurs. Si done on les egale suc- 
cessivement a zero, on obtiendra toutes les valeurs possibles de a; 
propres a verifier I’equation (i), e’est-a-dire toutes les racines de 
cette equation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 
lineaires, sera egal a n. De plus, a chaque facteur reel de la forme 
X a correspondra une racine reelle a, .et a chaque facteur imagi- 
naire de la forme 

*3? ~ a — S y ITi 
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une racine imaginaire 

cc ■+• 6 ^ — I • 

Ges remarques suffisent pour etablir la proposition suivante : 

Theori^me hi. -- Quelles que soient lesvaleurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes . . . , V equation 

a toujours n racines reelles ou imaguiaires, et n en saurait a^oir un plus 
grand nombre. 

II peut arriver que plusieurs des racines de Tequation (i) soient 
egales entre dies. Dans ce cas, le nombre des valeurs differentes de 
la variable propres a verifier cette meme equation devient necessaire- 
ment inferieur a n. Ainsi, par exemple, I’equation du second degre 

— 2 ax 4- a- o 

ayant ses deux racines egales,' on ne pourra y satisfaire que par une 
seule valeur de x, savoir 

X = a. 

Lorsque les constantes a^, a^, a^-, , an sent toutes reelles, 1 ex- 
pression imaginaire 

a •+' 6 \J — I 

ne peut evidemment etre une racine de I’^quation (i), sans que I’ex- 
pression conjuguee _ 

a — 

soit une autre racine de la meme 'equation. Par consequent, dans cette 
hypothese, les facteurs imaginaires et lineaires du polynome qui forme 
le premier membre de I’equation (i) sont deux a deux conjugues et 

de la forme 

a; — a — 6 v^— i , x — a. ■+■ \j— i - 

Le produit de deux semblables facteurs etant un polynome reel du 
second degre, savoir 


{x — a)^-)- 6*, 
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on deduit immediatement de I’observation qu’on vient de fairo le 
theoreme.suivant ; 

Theor^me IV. — Lorsque a^, a , a,^ designent des comtanles 

reelles, lepolyndme 

est decomposable en facteurs reels da premier ou du second degrd. 

Dans ce qui precede, nous avons presente les racines imaginairos 
de I’equation (i) sous la forme 

a ±: 6 \/— I . 

Alors, pour le polynome (24), un facteur reel du second degre corres- 
pondant a deux racines imaginaires conjuguees 


etait de la forme 


a-(-6\/— I, ct— Sy/— I 
(a;’ — a) 2 + 62 .. 

Si Ton fait, pour plus de commodite. 


a ± 6 


^(cosS : 


sinG) 


(p designant une quantite positive et 9 un angle que Ton pourra sup- 
poser compris entre les limites o, u), le meme facteur reel du second 
degre deviendra 

(* p COS 0 )® (p sinS)^ = — 2p.2; cosfi H- p'^. 

II est facile de construire geometriquement cctte derni^re expres- 
sion dans le cas ou Ton attribue a la variable x une valeur reelle. lilii 
effet, SI Ton trace un triangle dans lequel un angle soit egal ii 0, les 
deux cotes adjacents etant respectivement representes I’un par la 
valeur numerique de ir, I’autre par le module p, le carre du troisie.rne 

cote sera (d’apres un theoreme connu de Trigonometric) la valeur du 
trinome 

a;- — 2 p ii? cos S + p% 
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toutes les fois que la variable x sera positive. Si la variable x devient 
negative, il suffira de remplacer dans la construction indiquee Tangle 6 
par son supplement. 

Le troisieme cote du triangle dont il est ici question ne pent s’eva- 
nouir que dans le cas oil les deux premiers cotes tombent sur une 
meme droite, et ou leurs extremites coincident, ce qui exige : i° que 
Tangle 0 se reduise a zero ou a tc; 2 “ que la valeur numerique de x 
soit egale a p. Par suite, le facteur 

— ’l^X COS0 -H P“ 

ne pourra devenir nul pour une valeur reelle de x, a moins que Ton 
ne suppose 

COS$ = I ou COS0=:— 

et la seule valeur de x propre a faire evanouir ce facteur sera, dans la 
premiere hypothese, 


X = p, 


dans la seconde. 


On arriverait directement au meme but en observant que Tequation 


— i^x cos 6 -+- p* = o 


a deux racines 


p(cos0 -H \/— I sin0), p(cos0 — y/— i sinfi), 


qui ne peuvent cesser d’Mre imaginaires sans devenir egales, et que 
les seules valeurs de 0 capables de produire cet effet sont celles qui 
verifient la formule 


smy =: o, 


de laquelle on tire 
et, par consequent. 


pour la valeur commune des deux racines. 

Jusqu’a present, nous nous sommes homes a determiner le nombre 


■ 
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des racines de 1 equation (i), avec la forme de ces memes racines et 
celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les para- 
graph.es suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans les- 
quels on est parvenu a resoudre de semblables equations, sans etre 
oblige de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et a 
exprimer les racines en fonctions algebriques ou trigonometriques 
de ces coefficients. Nous observerons ici a ce sujet que, dans toute 
equation algebrique dont le premier membre est une fonction ration- 
nelle et entiere de la variable on peut reduire par la division le 
coefficient de la plus haute puissance de x a Tunite, et celui de la 
puissance immediatement inferieure a zero par un changement de- 

variable. En effet, si dans Fequation 

% 

H- H- iT H- = 0 

a,) n est pas egal a i, il suffira de diviser Tequation par pour 
leduire le coefficient de ocf a I’unite; et, si dans une equation mise 
sous la forme 

a;"- ' -1- . . . + _ j a; = o 

n’est pas nul, il suffira de poser 


pour obtenir une transformee en z du degre n, qui n’ait plus de 
second terme, c est-a-dire une transformee dans laquelle le coeffi- 
cient de s’evanouisse. 

§ • ~ Resolution algdbnque ou trigonometriqiie des equations bindmes 

et de quelques equations trindmes. Theorimes de Moivre et de Cotes. 

Gonsiderons I’equation binome 

X'^-Jrp—O, 

p designant une quantite constante. On en tirera 
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ou, si Ton designe par p la valeur numerique de p, 


^r"~dzp. 

On aura done a resoudre I’equation 

(2) . X»-p, 

si — p est positif, et la suivante 

( 3 ) x'‘-=—p, 

si — p est negatif. On satisfait a la premiere en prenant 


( 4 ) 


1 i i 

.r=:((p)rr=p» ((!))«, 


et a la seconde en prenant 

11 1 

(5) a-=z((-p))«=p"{(-Of. 

I 

Quant aux diverses valeurs de chacune des deux expressions ((i))"’ 

i 

((— i))", elles sont toujours en nombre egal a n (voirle Chapitre VII, 
§ III), et se deduisent des deux formules 


( 6 ) 


,, , r, ik-K , I . 'ikn 

cos ± y— I sin , 

n ti 


\ 


(a/c-hi)7r . / . (2/:-4-i)7T 

} — ±: I sm 


dans lesquelles il suffit d’attribuer successivement a k toutes les 
valeurs entieres qui ne surpassent pas ~ Lorsque n est un nombre 

pair, la premiere des equations ( 6 ) fpurnit deux valeurs reelles de 

i 

((i))% savoir H- I ct — correspoodantes I’line a 1^=0, I’autre a 

i 

k= Dans la meme hypothese, toutes les valeurs de ((— i))” sont 

i 

imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, I’expression ((i))'' 
a une seule valeur reelle -+-1 correspondante a 7 ^: = o, et rexpres- 

h 
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?i — r 
2 


sion (( i))" une seule valeiir I'eelle ~ i correspondante a k 

Par suite, I equation (i) admet deux racines reelles, ou n’en admet 
aucune, lorsque n est un nombre pair, et la meme equation admet 
une seule racine reelle dans le cas contraire. De plus, on reconnait 
immediatement a 1 inspection des forraules (6) que les racines imagi- 
naires sont conjuguees deux a deux, ainsi qu’on devait s’y attendee. 
Considerons maintenant I’equation trinome 


( 7 ) 


X- 


- px’^ - 


p, q designant deux quantites constantes choisies a volonte. On 


en 


tirera 

et, par suite, 

( 8 ) 


' P X '^ : 


4 


Si ^ q est positif, I’equation qui precede entrainera Tune des deux 
suivantes : 


en sorte que a?" admettra deux valeurs reelles comprises dans la for- 
mule 


( 9 ) 


X'^ 


Vi 


Lorsque le nombre n se reduit a I’unite, la formule (9) fournit imme- 
diatement les deux racines reelles de I’equation trinome du second 
degre 

-+- q o. 

Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il s’agit a Tequa- 
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lion (7), on n’a plus a resoudre que deux equations binomes sem- 
blables a celles que nous avons traitees ci-dessus. 

Supposons maintenant la quantile 7 q negative. L’equation (8) 

entrainera Tune des deux suivantes : 








en sorte que it’" admettra deux valeurs imaginaires comprises. dans la 
formule 

/ 7 

( 1 1 ) x'^~ — “ — y/ <7 ^ — i- 

Si le nombre n se reduit a I’unite, ces valeurs seront les racines ima- 
ginaires de I’equation (lo). Mais, si Ton suppose il restera 

encore a deduire des valeurs connues de of les valeurs de x. Desi- 
gnons par p, dans cette hypothese, le module de I’expression imagi- • 
naire qui sert de second membre a la formule (n). On aura evidem- 


Faisons en outre, pour plus de commodite, 


^ — arc tang 


\/^-- 


Lorsque p sera negatif, les deux valeurs de x'' donnees par la for- 
mule (ii) deviendront 

(i 4 ) a;" = p(cos? ±: t/— 1 sinC), 

et Ton en conclura 


a? = p"( cos - ± v/— I sin - 1 ((i))". 
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Si au contraire p est positif, on trouvera 

(’6) ■»" = — p(cos?; 3: v/— I sin 


et, par suite 


Dans le cas particulier oii Ton a 


C devient nul; en sorte que les equations (i5) et (17) prennent la 
forme des equations (4) et (5). 

Si I on designe, pour abreger, p" par r, on tirera des equations (12) 
et (i3), en supposant la quantile p negative. 


•2^” 4- q zzz ,2?“" — 2r^ cos ^ 4- r 

Dans la meme hypothese, la formule (r5) donnera 


k representant im nombre entier, et Ton en conclura que le trinome 


est decomposable en facteurs reels du second degre de la forme 


^rx cos 


suppose au contraire la quantile p positive, le trinome 


deviendra 
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et ses facteurs reels du second degre seront de la forme 

^ih(2A"+i)7r ^ 

— irxco^- ^ 

fi 

Dans Tune et I’aiitre hypothese, on pourra construire geometrique- 
ment les facteurs reels dn second degre par la methode ci-clessus 
indiqiiee (^^o^Vle § I), toutes les fois que Ton attribuera des valeurs 
reelles a la variable x. Si Ton prend la valeur numerique de cette 
variable pour base commune de tons les triangles qui correspondent 
aux differents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 
constamment a une meme extremite de cette base le cote connu, 
represente par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 
coincident avec les points de division d’une circonference decrite du 
rayon r en parties egales. II en resulte que, si I on multiplie entre eux 
les carres des lignes menees de la seconde extremite de la base aux points 
dont il sagit, le produit de ces carres sera la valeur du trinome 


xe 


I 4- px^^ + <7 = qlv^'X^ cos? H- r-”. 


Dans le cas particulier oil C = o, le produit des lignes elles-mimes repre-^ 
sente la valeur numerique da hindme 




:r", 


laquelle se confond avec la racine carree positive du trinome 


rjQ^n ^ 2 X^ -H 


Des deux propositions qu’on vient d’enoncer, la premiere est le tlieo- 
reme de Mowre, et la seconde celui de Cotes, 


III. 


Resolution algebrique ou tngqnomHrique des equatiom 
du iroisieme et du quatriime degre. 


Considerons Tequation gen^rale du troisieme degre. On pourr, 
toujours, en faisant disparaitre le second terme de cette equation 
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la ramener a la forme - 

(*) px q — 0 , 

p, q clesignant deux quantites constantes. D’ailleurs, si Ton pose 

X = U p, 

u, V etant deux nouvelles variables, on en conclura 

x^— {u-h pfz= iupx, 

(®) X^—Zupx — ( -I- (’“ ) r=:; o. 

Pour rendre I’^uation (2) identique avec la proposee, il sulHra d’as- 
sujettir les inconnues « et ^ aux deux conditions 

( 3 ) 

( 4 ) 


- 4 - : 


m zr 


La resolution de I’equation (i) se trouve ainsi reduitc a la resolution 
simultanee des equations (3) et (4). 

Cherchons d’abord les valeurs de et de r'. Si Ton fait 
on aura, en vertu des equations (3) et (/,), 

si-^s, = ~c/ -r — p\ ’ '/m 

1 ' 2 ^2 — : 

27’ 

et, par suite, en nommant 5 une nouvelle variable, 

(s — ) (5 _ — ^2 

II en resulte que^„ seront les deux racines de I’equation 

27 • 

vI„t“.Te,T (’) ‘-i* 

roib va ears de e, qui se corresponjrent deux a deux 


27' 
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de maniere a verifier la formule (4). Soit U I’une quelconque cles 
trois valeurs de u, et V la valeur correspondante de v, en sorte qu’on 
ait 

Designons en outre par a I’expression imaginaire 


'AIL / . ATL 

COS -y 4- \/— 1 sm y ; 


les trois valeurs de I’expression ((i))'^ seront respectivement 


271 

a COS y 4- 


; . 27U I 3'^ , 


271 

T 


/ . -ill. • o / 

a.-— COS -i; \J - I sin -J- = — ; v'“ i) 


et les trois valeurs de u, evidemment comprises dans la formule gene- 
1 

rale ((i))*U, deviendront 

U, aU, «^U. 

On trouvera, pour les valeurs correspondantes de v, 

V V 
V, 

« a' 

ou, ce qui revient au inSme, 

V, a^V, ccV. 

Par consequent, si Ton nomme x^, x^, les trois racines de I’equa- 
tion (i), on aura 


( 7 ) 


U-i- V, 
x^—a U -1- oc-V, 
( V. 


II est essentiel d’observer que, U, all, a-U etant les trois valeurs de 
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u = (iz,)y, et V, a-V, aVIes valeurs corresponclantes de p = , 

3 ((:;,))■ 

les racines x„, x,, x.,, determinees par les equations (7), seront res= 
pectivement egales aux trois valeurs de x donnees par la formule 

( 8 ) " 


3((-.))'^ 




Lorsque I’equation (6) a ses racines reelles, les formules (5) four- 
nissent un systeme de valeurs reelles de u et de e qui se correspon- 
dent de maniere a verifier I’equation (4)- Si I’on prcnd cos in 
valeurs pour U et V, on reconnaitra immediatement quo des 
racines x„, x,, x., la premiere est necessaircment reelle, et les deux 
autres reelles ou imaginaires, suivant que la quantite 




r,p 

4 ^ 


■27 


racines egales ou inegales. Dans le premier cas, on trouve 

X0-2I], 


est nulle ou positive, e’est-a-dire suivant que I’equation (6) a ses 


Lorsque les racines de I’equation (6) deviennent imaginaires, 4:-^ 


peut les presenter sous la forme 

-i = p(cos4-i-v'--i sin0), 5^=: p(cose - /-'-T sinS) 
le module p etant determine par I’equation 




Lomme on a, dans cette hypothese. 


27' 


laformule(8)se trouve reduite 


((•Si)) ^COS J 4- V''— I sin Ij ((i))» 




r-i|g|||E:a 

, : ,;,.i „■ 

■; -iseijij • 




(9) x = p^ 


{cos [ 


■isin-)((,))3 




e 

cos K 
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(cos ^ +\/— I sin g |) 
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on conclura des equations ( 7 ) 


(lo) 


^0” cos 


0^1= 2 COS 


^2 — sp** COS 


6 

3 ’ 

6 ^TT 

3 ’ 

6 — 271 


Ces trois dernieres valeurs de x sent toutes reelles, et coincident avec 
celles que fournit la formule ( 9 ). 

Dans les calculs precedents, I’equation ( 6 ), dont la solution en- 
traine celle de I’equation (i), est ce qu’on appelle la reduite. Ses 
racines 5 , equivalent necessairement a certaines fonctions des 
racines clierchees x„, x,, x^. Pour determiner ces fonctions, il suffira 
d’observer que, U et V designant des valeurs particulieres de u et e, 
on aura, en vertu des formules (5), 

s,= yK 

On tire d’ailleurs des equations ( 7 ) 

3U — XQ-h dx^~\~ a'^Xi-=r. ocXi-\- axQ-+- (x^x^)^ 

3 V “ ocx^-^h a^x^^ a{Xi-\- ax^-{- x^Xq) = a^{x^ -f- ocXq-^- oc^Xi ). 

On trouvera done, par suite, 

( 2751= (a^o + + (^H- a^o + 

(i') ) 

[ 27^2= (a'o + {x^ + cxXi+ a^x^y=z {Xi-\- xx^-i- a^x , )’. 

II en resulte que s,, s, sont respectivement egales (a un coefficient 
numerique pr^s) aux deux seules valeurs distinctes que presente le 
cube de la fonction lineaire 


x^-h OCX, 4- ct-Xi, 
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lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines a;,. 

de toutes les mani^res possibles. Le coefficient numerique est evi- 
demment ^ ou le cube de la fraction 
Considerons maintenant I’equation generale du quatrieme degrt 
On pourra, en faisant disparaitre le second terme, la ramener a 1 
forme 


a;^-hpa;^-h qx-\- r — o, 


p, q, /■designant des quantites constantes. Si Ton pose, en outre, 




u, V, w etanttrois nouvelles variables, on en eonclura 


' 'I 


— . ;/2 1 o2_i_ 




et, par suite, 


(w-4- W2)]2~4(4^2p2_|_ ^2^2 p2(^,2^ _j_ 0^ 


OU, ce qui revient au meme, 


( — 2 ( -f- (;2 4- ^2 ^ ^2 0 ^ ^ 

\ H- ( H- ^2 ^2 4 ( ^2 p2 ^ i^2 pp2 _i_ p2 ^^p2 ^ ; 




Pour rendre cette derni^re equation identique avec la propos6e, il 
suifira d assujettir les inconnues u, aux conditions 

/ ) — — 2/?, r : ; 

Suvw — — q, "I'.. 

[ l6(M2p2_|_ _^2_ I i 


La resolution de I’equation (12) se trouve ainsi reduite a la resolution 
simultanee des equations (i 4 ). 

Cherchons d’abord les valeurs de ^u-, kw-. Si Ton fait 


1 , 


iHisia 






(i5) 
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on aura, en vertu des formules (i4). 

5i 4“ So-I- S3 = — a/), SjSj 4- S1S3+ — [^r, 

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable. 


(s — s,) (3 — Sj) (s — Cj) z=s’4- %pz-+ {p"-— hr)s — q^. 

II en resulte que s,, s,, S3 seront les trois racines de I’equation 

(16) — 4r)s — 9^ = 0; 

et, puisque ces trois racines doivent verifier la formule = q^, 

on peut assurer que Tune d’elles sera positive, les deux autres etant 
toutes deux a la fois positives, ou negatives, on imaginaires. Lors- 
qu’on aura determine ces memes racines, les deux premieres des 
equations (i5) fourniront pour chacune des variables a et e deux va- 
leurs egales, au signe pres. Soient 

«S3±IJ, V-.±N 


les valeurs reelles ou imaginaires dont il, s’agit; et W une quantite 
reelle ou une expression imaginaire determin^e par I’equation 

8 UVW = -9. 

Si dans la seconde des formules (i4) on suppose 

M = +U, P=:4-V 

ou bien 

— U, V — — V, 

on en tirera 

(V=4-W. 

Si Ton y fait, au contraire, 

«=:4-U, v——'^ 

OU bien 

K = -U, «>=r+V, 

on trouvera 

M=-W. 


De cette maniere on obtiendra pour les variables u, e, w quatre sys- 
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temes de valeurs propres a verifier les equations (i 4 ); et, si Ton 
represente par x,, x.,, x, les quatre valeurs correspondantes de 
I’inconnue 

X = U + -h 

on aura 

I u + v-t-w, 

V-+- W, 

^2= u - V - w, 
v-w. . 


(' 7 ) 


11 est aise de reconnaitre que ces quatre valeurs de x seront toutes 
reelles, si 1 equation (i6) a ses trois racines positives, et toutes ima- 
ginaires, sil’equation (i6) a deux racines negatives inegales, tandis 
que deux valeurs seront reelles, etdeux imaginaires, si I’equation (i6) 

a deux racines negatives egales, ou deux racines imaginaires. ' 

Par la methode qu’on vient d’exposer, la resolution de I’equa- 
tion (i2) se trouve ramenee a celle de I’equation (i6). Cette dernifere, 
quon nomme la reduite, a necessairement pour racines cortainea 
functions des racines de la proposee. Si Ton veut determiner ces 
fonctions, c’est-a-dire exprimer s,, par le moyen de 
00^, il suffira d’observer que, U, V, W etant des valeurs particulieres 
de «, e, (V, on a, en vertu des formules (i 5), 


: 4 US 




On tire dailleurs des equations (17) 


4U . 
4 V =, 


• 4 - ^2 — X3, 

,^ 2 , 


4 W 

On trouvera, en consequence, 




(18) 


Xo 




4s,_ x,y-= (x, 

U,={x,-x,_+x,-- x,y-= (^2- ^ 3 - .r. r- 
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II en resulte que s,, Sj sont, abstraction faite du coefficient nu- 
merique ^ , respectivement egales aux trois seules valeurs 

distinctes que presente le carre de lafonction lineaire 

Xq — X^~\r X^ 

lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines x^, x^, 
X.,, .r., de toutes les manieres possibles. Cette meme fonction lineaire, 
pouvant s’ecrire ainsi qu’il suit 

^‘o+ (— O-^I + (— {— 

n’est evidemment qu’un cas particulier de la formule generale 

, 2 ? o 4 - ocx^-i~ a^x^-j-- a^Xzf 

lorsqu’on designe par a une des valeurs de I’expression ((i)}'. 
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CHAPITBE XI. 


DECOMPOSITION DES FRACTIONS 


S^S RATIONNELLES. 


§ I. Decomposition d' une fraction rationnelle en deux autres fractions 

cle mime espece, 

Prenons pour /(a;) et F(x) deuxfonctions entieres de la variable 


sera ce qu’on appelle me fraction rationnelle. Si I’on designe par w le 
degre de son denominateur F{x), I’equation 

F(a;) = o 

admettra m racines reelles ou imaginaires, egales ou inegales; et si, 
en les supposant d’abord toutes inegales, on les represente par 

Xi, 

les facteurs lineairesdu polynome F(a:) seront respectivement 


^ ^ 0 ) ^ X — x^y . . . , 


^ ~ ^ in — 1 • 


Cela pose, faisons 


F(a:) — {x—x^) 


/(^J 
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n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 

— A9(.a?) 

9(«) ?(^) 

s’evanouira pour x = x^. Par suite, il en sera de meme du polynome 

f{x) — k(^{x), 

et ce polynome sera divisible algebriquement par x — x^', en sorte 
qu’on aura 

fix) — k(s^{x) ={x — 

( 4 ) f{x)—kcf{x) + {x — x,)i{oc), 

f(x) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Si Ton 
divise* par F(a;) les deux’ membres de cette derniere equation, en 
ayant egard a la formule ( 2 ), on en conclura 

/(^) _ A. 

F(^) a; — (p(,a;) 

Done, si Ton partage le polynome F(a3) en deux facteurs dont Fun 
soil lineaire, on pourra decomposer la fraction rationnelle en 
deux autres qui aient pour denominateurs respectifs les deux facteurs 
dont il s’agit, et dont la plus simple ait un numerateur constant. 

Concevons raaintenant que I’on partage la fonction F(a;) en deux 
facteurs dont le premier, au lieu d’etre lineaire, corresponde b plu- 
sieurs racines de I’equation F(a?) = o. Prenons, par exemple, pour 
ce premier facteur le facteur du second degre 

( X — ) ( a? Xi ) , 

et posons, en consequence, 

(6) F(a;)=:(a:— — 

La fraction conservera une valeur finie, non seulement pour 

<p(a:) 

X — x^, mais encore pour x — x^', et, si Ton designe par u un poly- 
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nome du premier degre qui, dans Tune et I’autre hypotliese, clevienne 

f* ( SC } 

egal a j on trouvera (Chapitre IV, § I) 


: = ^ — /(-jgl) £_3fo 

<P(^o) ^0— 9('a?i) a;', — 


Le polynome « etant determine, comme on vient de le dire, I’equa- 
tion 

/(•*■) 

— ; — U — 0 ■> 

o{cc) 

ou 

/(i») — 9(d;) O 


comptera parmi ses racines et ; et par suite le polynome 


f{a;) — uo{x) 


divisible parleproduit 


■ 


On aura done 


{x — X^) {x ~ .Ty] 


fi^)-UC^{x) — {X — X,y){X~Xy)x{x), 
n^) = uo{x) + {x~x,){x~-Xy)x{x), 


yXx) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Si Ton 
divise la derniere equation par F(x), qn ayant egard a la formule (6), 
on en conclura ' . 


l{x) ix-x,){x-xyj^ f(Jj- 

On prouverait de meme qu’il suffit de poser 


h{x)^{x~Xf,}{x — Xy) {X-~Xyy)< 


Xy) (x X^i) 

9ixo) {x,~ xy)~(^;zrx-,) 
■ (^ — Xo)(x — x.,) 

9iXl) (Xy Xyyj (Xy X,, ) 

/(£2 ) (x — x„ ) (x Xy) 

9ix,) {x,_-x,)\x,^xy) 
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pour obtenir une equation de la forme 


(I2) 


etc. 




x(^) 


F(a;) . (d? — !c^){x — Xi) {x — jj,) <?{x) 


Ainsi generalement, lorsque I’equation F(a;) = o n’a pas de racines 
egales, si Ton partage le polynome F(a3) en deux facteurs dont le pre- 
mier soit le produit de plusieurs facteurs lineaires, la fraction ration- 
nelle sera decomposable en deux autres fractions de meme espece 
qui recevront pour ddnominateurs respectifs les deux facteurs ci- 
dessus mentionnes, et dont la premiere aura un numerateur d’un 
degre moins eleve que son denominateur. 

Je passe au cas oil Ton suppose que I’equation F(a;) = o a des ra- 
cines egales. Soient, dans cette seconde hypothese, 

a, bf c, ... 

les diverses racines de cette mSme equation, et designons par m' le 
nombre des racines egales a a; par m"le nombre des racines egales 
a b; par m"' le nombre des racines egales a c, etc. La fonction F(a;) 
sera equivalente au produit 

{x — a)"^' (x — b)"^" (x — . . . 

ou a ce produit multiplie par un coefficient constant, et Ton aura 

m' -h rn" m. 

Gelapose, faisons 

(13) ^{x) = {x — a)"^' ( b(x) 
et 

(14) 


9(a)- • 


(p(a) n’etantpas nul, la constante A restera finie. et la difference 


/(^) , 
?(^) 
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s evanouira pour x =^a. On en conclura que le polynome 

/(^) — Acp(^) 

est divisible par x — a, et Ton aura, par suite, 

fi^) ~ ^(x) x(^)> 

X(x) designant une nouvelle fonction entiere de la variable a;. Enfin, 
SI I’on divise par F(a7) les deux membres de I’equation (i5) en ayant 
egard a la formule (i 3), on trouvera 

(I6) - . + XL^) _ . 

F(a:) [x — ay>‘ (x ~ f(x) 

On demontrerait, en raisonnant de la meme maniere, qu’il suffit de 
poser 

(• 7 ) 'P(a;) = (x — a)"^'(x~l>)"<-"<B(x) 


(18) « — ^ ^ _j_ f{l>) ^ — « 

®(a) a~b ' cp(b) b — a 

pour obtenir une equation de la forme 

(19) ^7^ = , L- 

F(ar) {x-a)»^ {x — b)”'" ^ {x — a y’^'-'^~(x — o ^ ’ 


§ II. — Decomposition d une fraction rationnelle, dont le denominateur 
est leproduit deplusieurs facteurs lineaires inegaux, en fractions. sim- 
ples qui aient pour denominateurs respectifs ces mimes facteurs lineaires 
et des numirateurs constants. ’ 


la fraction rationnelle que I’on considere; m le degre de la fonction 
F(a;), et 


Xly 
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ies racines de I’equation 

(1) F(«) = o 

supposees inegales. On aura, en designant par*^ un coefficient con- 
stant, 

( 2 ) '¥{x) = k{x — xn){x — xy)...{x — x^^i)-, 

et, en vertu des principes etablis dans le paragraphe qui precede, la 
fraction rationnelle pourra etre decomposee en deux autres, 
dont la premiere sera de la forme 

-^0 

X — ^0 ’ 

Ao representant une constante, tandis que la seconde aura pour deno- 
minateur 

=^k{x ~ Xi){x — Xi). . .{X — Xn-i). 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la meme me- 
thode, on obtiendra : 

1° Une nouvelle fraction simple de la forme 

A, . 

X — Xx^ 

Une fraction qui aura pour denominateur 

k{x^x^)...{x — Xm-^). 

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynome 

Y {x) zi:. k{x — x^) {x — Xi) . . . {x — X ,„-i) 

tons les facteurs lineaires qu’il renferme'; en sorte qu’on reduira defi- 
nitivement ce polynome a la constante Done, lorsque, par une suite 
de decompositions partielles semblables a celles que nous venons d’in- 
diquer, on aura extrait de la fraction une suite de fractions sim- 
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pies de la forme 


A„ 


A, 


« — ar — cc — x,’ ■■■' 


A w — 1 


X — x„ 


le reste ne pourra etre qu’une fraction rationnelle a 
constant, c est-a-dire une fonction entiere de la variable x. 
gnant par R cette fonction entiere, on trouvera 

/(^) 


(3) 


F(^) 


rR-f- 


! I Ai A; 

X — X — X. X — 




'■'iiSIlifti 




II reste maintenant a savoir quelles sont les valeurs des constantes 

Ao, Ai, Aj, Aflj—i. 

Ces valeurs se deduiraient sans dilBcuIte de la methode de decompo- 
sition indiquee dans le § I. Mais on parvient plus directement a leur 
determination a I’aide des considerations suivantes : 


en tirera 

■ 1 

/(^)-RF(^) + A„ +A, 

F {x) 


(4) 

X — a?o 

X Xy 

1 

+ Aa h . . . 

. + A,„ , . 



X ■ X 8) 


alilii 


imsm 

i-sailiJiSfei 

"'■ 


Si dans les deux membres de cette derniere formule on fait 

X •=: x^~^r Zy 

la somme 

+ A,^ + A. /If + . . . ^ A._, 

X X^ X — X<^ X — 

qui est evidemment un polynome en x divisible par x — x^, pre'ndra 
la forme 

' zZ, ■ ■ 


Z designant une fonction entiere de s, et Ton aura, par suite, 
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Supposons maintenant que la substitution de a; -i- s au lieu de x dans 
la fonction F(a;) donne generalement 

(6) F(a7H-a) = F(a;) + sFi(a:)-i-5*Fj(a:)-f-.... 

On en deduira 

F(a:o+-s) = -5Fi(^o) + s®Fs(a?o) 4-. 

etl’equation (5) deviendra 

/(a^oH- -z) = AD[Fi(a;(|) 4- s Fj(a;o) -h-. . 4- sZ. 

Lorsqu’on fait dans cette dernifere s = o, elle se reduit a 

/"(■^o) — Ao Fi(a;o), 


et Ton en conclut 
(7) 


/(^o) 


'’~Fi(a;„) 

On trouverait, par un calcul entiferement semblable, 

A, 


fjXt) 


( 8 ) 


f (Xj ) 
Fj (-^s) 


Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour 


Aoj Ai, Aj, •••I A,„_i 


sont eyidemment ind^pendantes du mode employe pour la decompo- 
sition de la fraction rationnelle d’oii il resulte que cette fraction 

t (X) 

ne pent Stre decomposee que d’une seule manifere en fractions sim- 
ples qui aient pour denominateurs les facteurs lineaires du polynome 
F(a 3 ) avec des num 6 rateufs constants. 

II est aise de voir comment I’equation ( 7 ) et la formule (3) du pa- 
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ragraphe precedent s’accordent entre elles. En efFet, (a;„) est ce que 
devient le polynome 

Fi (;2?o) “+*• - 2 ? F2(«3?o) "+'••• ~ 

]orsqu’onyfaits = ooua; = a:;o; etpar suite, si Ton pose , 

(9) F{x) — (a; — a;o)cf>(x), 

on aura 




(10) 


Fi(«o) = <p(a;o). 

A —liEll 

“ cp(^„)' 


Pour montrer une application des formules ci-dessus etablies, sup- 
posons qu’il s’agisse de decomposer en fractions simples la fraction 


rationnelle 


07” 




07''^ — 1 


n designant un nombre entier inferieur a m. On aura, dans CB cas 
ticulier, 

f{x) = x'‘, F{x) = a;>^—I, k = i; 

et, si 1 on represente par A un nombre entier qui ne surpasse pas 

les diverses racines de I’equation F(a:) = o, toutes inegales entre 
elles, seront comprises dans la formule 


2 / 27 : , / 2 /nr 

cos-— d=v/— 1 sin — . 

//i m 




Soital’une de ces racines, et cherchons le numerateur A do la frac- 
tion simple qui a pour denominateur x - a. Ce numerateur sera 


’Ft(aj Fi(aj' 




la valeur de F, (a) etaiit ddtefminee par I’dquation 
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A = — ^ 


Comme on a d'ailleurs 


‘ih'K , / . 2/i(nH-i)u , / . 

cos ±:y—i sm = cos — ^ ^ ±: sJ— i sm — ^ ^ 5 

m ^ m J m m 


on conclura de ce qui precede, en faisant, pour abreger. 


(^0 


{n -4- 1)71 


. 0 , 



cos20-f-\/ — isin20 COS2 0 — \l —i sin 2^ 


27 r / . 27 C 271 / . 27 r 

X — cos sJ — I sin — X — cos — -h V ~~ I sin — 

m m m m 


(12) 



cos 4 ^ + sJ— r sin 4 ^ 

471 > . l\% 

— cos u— i sin — 

m ^ m 


cos 40 ~~ sJ— 1 sin 4 ^ 


X— cos 


47 r 

m 


V- 


• I sin 


4 ^ 



On trouverait, en raisonnant de la meme maniere, 




cos 


Q \J — I sin 9 


cos 9 — \/ — I sin 0 




(i 3 ) 


X 


TT / . 7 T TT / . TT 

— cos sj—i sm— X — cos h v— I sm — 




COS 30 -I- v/— I sin 30 


X — COS ■ 


Stt 


.v/= 


r sm ' 


Stt 

m 


+ ■ 


m 

cos 3 0 — 


m 
I sin 3 ^ 


X — cos • 


37 r 


m 


v= 


I sin> 


--f- . 


II est essentiel d’observer que la dernifere des fractions simples com- 
prises dans le second membre de I’equation (ra) ou (i 3 ) sera, pour 
des valeurs paires de w, s’il s’agit de Tequation (12), et pour des va- 
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leurs impaires de m, s’il s’agit de I’equation (i3), 

cosmB _ cos( « + i)Tr _ (— 1 )«+‘ 

x + i a;' -H I oi -+- 1 ' 

Ainsi, par exemple, on aura 


(i4) 


(i5) 


(i6) 


I 


I 

X 

X^— I 


X^-\- I 


2 \X — I 


I 


X *4- 1 

I 


2 — I X -h 1 


7C / . 7t 

j ^ cos j + \/ — I sm g 
3 


I 






71 / . TT 

COS ^ I sin ^ 


^ ~ cos — y/-— j sin ^ X — cos ~ ~h 


1 sm 


7C 






On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des 6aua- 

a! / \/"r\\ .. * 




tions ( 12 ) ou (i3) on reunit par I’addition deux fractions simples cor; 
respondantes a deux facteurs lineaires conjugues du binome 
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour denominateur un 
facteur reel du second degre, et pour numerateur une fonction r^elle 
et lineaire de la variable x. On trouvera, par exemple, 
n = 0 , m = 3, 


(17) 


X^-h I 



II est facile de g^neraliser cette remarque ainsi qu’il suit. 
Supposonsque,lesfonctionsentieres/(^), F(x) etant n 

clesigne par 

a + 6y/37, 

unaginaires conjuguees de I’equation ( 1 ), et 


deux 


racines 


' 
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pour A et B deux quantiles reelles propres a verifier la formule 


(i8) 


/(cj + ey/— i) 
Fi(a I- 6 y/ — i) 




F,(a7) representant toujours le coefficient de s dans le developpement 
de F(a; - 1 - 5). On aura necessairement 


/(« — Sy/ — r) 

F/(a-6V=l) 


: A -"I- B 5 


et par suite, si Ton decompose la fraction rationnelle Ics deux 

fractions simples correspondantes aux facteurs lineaires conjugues 


X 


.6v/- I , X a 


seront respectivement 

, . A — R y/-- 1 A -t- B y/— I 

(19) -rr=-' 

X — a — 6y/ — i X — a-l-6y/--i 


En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante : 


(20) 


ik{x — a) H- 2B6 
{x — 


Cette derniete, qui a pour numerateur une fonction reelle et lineaire 
de la variable x et pour denominateur un facteur reel du second degre 
du polynome F(a;), ne differe pas de la fraction 


u 

(x~x„) (X — Xi^) , 

que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas oiij’on 
suppose 

a^o^a + oy/ — i, Xj — a — 6 y/ — i . 

OEufres de C. — S. U, t. 111. [\0 
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I[R _ Decomposition crime fraction rationnelle clonnee eii (V 
plus simples qui aient pour cUnoniinateurs respeclifs les 
lineaires du denominateur de la premiere, ou des puissances de ces 
memes facteurs, et pour numerateurs des coristantes . 



Soient 




fi-v) 


F(dj) 


■ ' .1 


la fraction rationnelle que Ton considere, m le degre du 
nome F(ic), et 






a, b, c, 
les diverges racines de I’equation 
(•) Fix)=:0. 




On aura, en designant par k un coefficient constant, et par m'. 
m”, . . . plusieurs norabres entiers dont la somine sera egale h m. 


(2) F(j;) = A'(a; — a)'"' {x — {x — c)'"". . . . 

Cela pose, si Ton fait usage de la metliode exposee dans 


ic«*l 




graphe I, on decomposera la fraction rationnelle on deux aiifres 


dont la premiere sera de la forme 


(X — a)" 


tandis que la seconde aura pour denominateur 


F{x) 


X — a 


-- k{x — «)“'-< — lyi" c)'»". . . 


■4 


lin decomposant cette seconde fraction rationnelle par la rneinc 
methode, on obtiendra : 1° une nouvelle fraction simple 


(jp — 


I 
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dans laquelle A^ representera une constante; 2 " une fraction qui aura 
pour denominateur 

{x — {x — c)'”"' 

PjU continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du poly- 
nome F(a7) les dififerents facteurs lineaires dont se compose la puis- 
sance {x — a)"*'; et, lorsqu’on aura extrait de une suite de frac- 
tions simples de la forme 


A ' A) Aa ^ 

(«— "a (a; — (a: — a)'"'--’ 


, . . j 


X — a 


le reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le denominateur 
se trouvera reduit a 

Si de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 
forme 


R 


R. 


B. 


Bm"-! 

b' 


(j; — 6)'"'-’’ {x-b)'"-’-- 

on obtiendra un second reste dont le denominateur sera 

kix — c)'"".... 

Enfin, si Ton prolonge ces operations jusqu’a ce que le polynome i (x) 
se trouve reduit a la constante k, le dernier de tous les restes sera une 
fonction rationnelle a denominateur constant, c est-a-dire une func- 
tion entiere de la variable a;. Appelons R cette fonction entiere. On 
aura definitivement pour la valeur de decomposee en fractions 
simples 


fix) 


:R 


F(^) 
A, 


{1C — a)'"' {X — a)'"'- 

B B. 




K-m'- 


( 3 ) 


{x-br’-^ 

c , — 1 -.. 

• — {X — C)'"-" * 



X — a 



. -{” 

X — b 

.-H 
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cles constantes que I’on peut facilement deduire des principes’exposes 
dans le paragraphe I, ou calculer directement a I’aide des considera- 
tions suivantes. 

Faisons, pour plus de commodite, 


I 


R 


B 


+ 




{a: — b)'"’" {x — 6)'“"-' 
C , Cl 


( 4 ) 


{x — c)'' 


{.X 6')'“"-' 


B/;i"_ l 
X — 6 

X — c 


Q 


{x — b)"'" (x — c)'- 


Q -sera une nouvelle fonction entiere de la variable cv, et I’equation (3) 
deviendra 


0 


f(^) I ^5^ l_ , . 

F'(a;) [X — (X — «)'"'■■* X — a [x — b)"^" {x — c) 

Si I’on multiplie les deux membres de cette derniere par 
F(a?) “ k{x — a)'"’ {x — b)”'-" {x — c)”'". . 

on en conclura 

F(^) 


(5) /(:»)= [A + Ai(a; — «)+.,. + A, „•_! (a; — a)“’-‘] 


{X— a)'"' 


H- A' Q(ijj — »< 


et par suite, en faisant 
on trouvera 


X — a ■ 


(6) /(a + s) = (AH-Ai5+... + A,„._i5'»'-^ 


F ( « + s ) 


■ Z«'"', 


Z designant la valeur du “polynome /^Q expriraee en fonction de 
Supposons maintenant que la substitution de x-h z, au lieu de. a-, 
dans les functions f{x) et F(a;), donne generalement 

^ /(•» + s) — /(«) -I- -/l (•») H- + . . ., 

j F(.3r-t-2)“F(^) -t- .3 Fi (d?) -1- 3^ Fg (;2/) H— . . . 

( 4- s'«'F, „-(;») + 3 '»'+‘F„i'h.,(«) -H. .. . 


( 7 ) 


(lO) 
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On aura, en prenant a? = a + s, et observant que le developpement de 
la fonction 

F(a;) =F(a H- s) 

doit etre divisible par (x — a)'"' — s'"', 

/ON {fia-hs)=f{a)+sfi{a)+-s-/i{a)-+-..., 

( ® y 1 

I F(a H- s) = [I ^ FmVi (®) + F,„’h. 2 (a) h- . . .]s'" ; 

(9) F(a)=o, Fj(a) = o, F,„-_,(a) =0. 

Cela pose, la formule (6) se trouvera reduite a 

j V ( ) "t" /i ( ^ /a ( ^ ) + • • ■ 

j — (A + AiS-i-A 2 3'-l-...)[F,„'(a)-(-5 F,„-h-i (a) + s* F,„'+ 2 ( a) + . . .] -t- s'” /, 

et Ton en tirera, en egalant dans les deuxmembres les coefficients des 
puissances semblables de s, 

/ /(«) =A F,„'(a), 
j /i(rt) Ai F,„'(a) A F,„'+i(«)) 

1 fii^) — -^2 F;n'(^) + Ai (a) A F/„'+2( ® ), 


On trouvera par un calcul entiferement semblable 

7/(6)=BF,„»(6), /i(6) = BiF,„.(ft)H-BF,„»^,(i»), 

(12) I /(c) =CF„.(c), /f(c)=:C, F,„.(c) + GF/„- 4 -i(c), Me)=..., 


Ces diverses equations suffiront pour fixer completement les valeurs 

des constantes A, A,, A,, . . . , B, B,, B,, . . . , C, C,, C 2 Elies don- 

neront, par exemple. 


(i3) 


A 

F, „.(«)’ 

A y ^ ( ^ ) A F //i'h-i ( ^ ) 

, /s ( ^) Al Ffl,'^-, (^) A F,n'^_2 ( ^ 

F„c(a) 
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Les constantes ainsi determinees etant evidemment indepcndantos du 
mode employe pour la decomposition de la fraction rationnelle 

il en resulte que cette fraction est decomposable d’une maniere seule- 
ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le second 
membre de I’equation (3). 

II est aise de voir que la premiere des equations (i3) s’accorde avec 
la formule (iq) du paragraphe I. En effet, la quantite F,„ (a) est ce 
que devient le polynome 


■+■ ■" E/ii'+i (^) -t- -S" F „ i '+.5 (fl ) -f- . . — 


F(« + s) _ F(;r) 


lorsqu’on y fait s = o ou a: = «; et par suite, si Ton pose 


on aura 


Dans le cas oil, les fonctions f{x') et F(a;) etant reelles I’une et 
I’autre, I’equation F {x) = o admet m' racines egales a a 4 - S \/— i , la 
meme equation admet encore m' racines egales conjuguees aux pre- 


mieres, etpar consequent representees par 


Dans cette hypothese, si, apres la decomposition de la fraction ration- 
nelle 

/(^) 

F(^)’ 


on reunit deux a deux les fractions simples qui ont pour denomina- 
teurs 

(a?— 'a — 6y/ — i)"‘ et (a; — a -t- 6 O'" > 

(a; — ct — 6^^— i)'""* et (a? — — O”'"*! 
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enfin 


X — a - 


\\j—i et ^ — a 4-6 v /— 1 3 


les differentes sommes obtenues seront des fractions reelles et ration- 
nelles qui auront pour denominateurs respectifs 

[(.r 


( X — ot)" 4“ 6", 


et dont le systeme pourra etre remplace par une suite d’autres frac- 
tions qui, avec les memes denominateurs, auraient pour numerateurs 
des functions reelles et lineaires de la variable a?. Au reste, il est 
facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 
commengant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances 
de (.X - a)- 4- Cherchons, par exemple, celle qui a pour denomi- 

nateur 

[{X - a)- -4 (x - a — 6 (a; 0"‘ • 

D’apr'es les principes etablis dans le paragrapbe I, elle sera 


(i6) 


pourvu que Ton fasse 


( 17 ) 

et 

( 18 ) 






/(«±lN^(x-« + 6\r-=^) 

cp(a4-Sv/ — V 

!p(a — Sy/ — i) J 


F(^) 

[(X — 


Ajoutons que, si dans laformule precedente, on pose successivement 

a; = aH-6\/^4-s, X =z a — i + s, 
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on en conclura, eu egard a la seconde des equations (8), 

O ( « + 6 •+- x:) - ^ 

(26^/— H-s)"' 

m(a — B ^rZTi 4 - 6\/ — 0 +■ ■ . 

^ (_ 2 67^1 +7r 

et, par suite, 


(• 9 ) 
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CHAPITRE XII. 


DES series RECURRENTES. 


I. — Considerations generates sur les siries recurrentes. 


Une serie 

(1) ao, aiX, a„.x^, 

ordonnee suivant les puissances ascendantes et enti^res de la va- 
riable X, est appelee recurrente, lorsque dans cette serie, consideree a 
partir d’un terme donne, le coefficient d’une puissance quelconque de 
la variable s’exprime en fonction lin6aire des coefficients des puis- 
sances inferieures pris en nombre fixe, en sorte qu’il suffice de re- 
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en deduire celui 
que Ton cherche. Ainsi, par exemple, la serie 

( 2 ) I, 2a?, 3a?», ..., (rt-4-i)a?", 

est recurrente, attendu que, si Ton fait 

afi~ n 

on aura constamment, pour des valeurs de n superieures a I unite, 

En general, la serie (i) sera recurrente, si, pour toutes les valeurs de 
n superieures a une certaine limite, les coefficients 

anf ^/I— 1» ^n-m 

de plusieurs puissances consecutives de x se trouvent lies entre eux 

OEuvresdeC. — S.U,t. III. ^ 
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par une equation du premier degre. Soit 

I’equation dont il s’agit, k, I, q designant des constantes deter- 

minees. La suite de ces constantes forraera ce qu’on appelle VdcheUe 
de relation de la serie, echelle dont les constantes elles-memes soront 
les differents ' 

Dans la serie (i), supposee recurrente, la variable x et les coeffi- 
cients a^, at, a^, . peuvent etre ou des quantites reelles, ou dos 
expressions imaginaires. Cela pose, representons par p„ le modulo de 
I’expression et par consequent la valeur numerique de cette ex- 
pression, lorsqu’elle est reelle. On conclura immediatement des prin- 
cipes etablis dans les Chapitres VI et IX que la serie (i) sera tantot 
convergente, tantot divergente, suivant que le module ou la valeur 
numerique de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limites 
vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, I’expreS- 

sion (p„)“l 

§ Dsveloppement des fractions rationnelles en series rdcurrentes. 

Toutes les fois qu’une fraction rationnellc pout se developper en 
serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable, cette serie est en meme temps recurrente, 
ainsi qu’on va le faire voir. 

Considerons d abord la fraction rationnelle 

(0 ^ , - ^ 

{x — a)'"- ■ 

dans laquelle a, A designent deux constantes reelles ou imaginaires, 
etm un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme 




mm 
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(-f) 


en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x, si la valeur numerique du rapport ^ sup- 
pose reel, ou le module du meme rapport suppose imaginaire, est une 
quantite comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem- 
plie, si le module de la variable x, module qui se reduit a la valeur 
numerique de la meme variable quand celle-ci devient imaginaire, est 
inferieur au module de la constante a; et Ton aura, dans cette hypo- 
these, 


a; 




m X 
i a 


m{m - 


(2) 


1 . 2 . 3 . ..( m - 


I .2 

0 


l) x^ 


• 4 - 


2 . 3 . 4 . • . 


x.2.3...(m— -i) x.2.3...(m — x) a 

3 . 4 * 5 * • - 4 - 1 ) X‘ 

1 . 2 . 3 . . . ( m — X ) 


On trouvera par suite 

^3^ A \^n.( ^ mkx m{m + i) kx^ 

^ ‘ (.r — ‘ \a"* I J .2 


et si Ton fait, pour abreger. 


(4) 


■ V f r 


I a" 


(- 1 )' 


m{m -hi) k. 


1.2 


on obtiendra I’equation 
A 

(5) ( ~~' a — goH- -f- . . -t- -h 
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et generalement 


(9) a'”a„ -a" 


m{m — i) 

1.2 


. . ± 


II est essentiel de remarquer que I’equation (9) a lieu seulement pour 
des valeurs entieres de n egales ou superieures a m, et qu’elle doit 
etre remplacee, lorsqu’on suppose rK^m, par Tune des formules (8). 
De plus, comme I’equation (9), etant lineaire par rapport aux con- 


stantes 




donnera pour la premifere de ces constantes une fonction lineaire de 
toutes les autres, il en resulte que, dans la serie 


(10) 


(X^OCy iX^CC ^ • • • ') * '• • 


consideree a partir du terme le coelRcient d’une puissance 

quelconque de x s’exprimera en fonction lineaire des coefficients des 
puissances inferieures pris consecutivement et en nombre egal a m. 
Cette serie sera done Tune de celles que nous avons nominees rec«r- 
rentes. 

• Parmi les diverses formules particulieres qu’on peut deduire de 
I’equation (3), il est bon de remarquer celles qui correspondent dux 
deux suppositions m = i, m = 2. On trouve, dans la premiere hypo- 
thfese, 

A 


(lO 


X — a 


A A , A . 
a CL 


et, dans la seconde, 

A A 


(12) 


— ay 


H-24^-+-3^a;2+44^* + 

a? a* o. 


Les deux formulBs precedentes, dont la premiere determine la somme 
d’une progression geometrique, subsistent, ainsi que 1 equation (3), 
toutes les fois que le module de ^ est inferieur au module de a. 
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Concevons maintenant que Ton multiplie les deux membres de I’equa- 
tion precedente par (a — ic)™ ; on en tirera 




1.2 


..± 


(<20 + a; + - 


( 6 ) 


= ai,x -\- -f- + . . . ) 

— Y «'"-‘((2oiCH- aiaj^ + . . i2m_ia;”'H- <2,„ ^"'■*■‘4-...) 

4- ”^^^2 + . . .4- a„,_2a!'“4- + - • ■) 


± ( ao X™- 4- «i 4- ■ ■ • ) 






ou, ce qui revient au meme, 


(7) 


TYl 

(— i)'"A = a'"ao+ ( I2™®! — 




I I . 2 


■».]. 


r m ^ I m{m — I 

4- a”' an <2"‘-‘a„_j4- — 

L ^ ^ 2 


^ /yfn—i rt 
M “n— 2 




Cette derniere formule devant subsister toutes les fois que le module 
de la variable x est inferieur au module de la constante a, par conse- 
quent toutes les fois que Ton attribue a a; une valeur reelle peu diffe- 
rente de z6ro, on en conclura, par des raisonnements semblables a 
ceux que nous avons employes pour demontrer le theorfeme VI du 
Chapitre VI (§ IV), 


( 8 ) 


(— i)'»A = a™ao, 

< 2 ™ aj — Y a”'"* < 2 ,, ^ o, 
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( 9 ) 


m . 

t 


w-J . 


m ( m - • 

1 .'i 


0 




± an 


11 (>st i*ss(>iiti«*l (h‘ rctnartjuop quo rSquation (9) a lieu seulement pour 
(los vaUuu’H oiitioros do n ^igalos ou sup^rieures a m, et qu’elle doit 
«'tro roiiiphu’oc, loraqu'oti nupposo n <m, par I’uno des formules (8). 
Do jilus, couuiio Poquation (9), titant lineaire par rapport aux con- 
Htaiilos 

dounora pour la pron»i<''ro do ooa oonstantos uno fonction lin6airo do 
toutoa !ch aiitroB, il ou ri'^sullo quo, dans la s6rio 


(10) 


a„ fl,.*, .... ... 


cousiiWtri'o il parlir du tormo lo coofficient d’unc puissanc(^ 

quolcunquo tlo a? .n’oxprimora onfonetion Iin6airo. dos coefficients dos 
puissauooH iiiffiriouros pris cons^^cutivement et on nombre 6gal a m. 
Cetto s/trio sora done I’uno do cellos quo nous avons nomm6es rScur- 

ffiipriii loH divorsos formules particuliferes qu’on pout d^duiro do 
reiptatiou il es( bon do remarquer cellos qui correspondent aux 
deux suppositions w = i, w = a. On trouve, dans la premiere hypo- 
tliose, 


(It) 



a* 




J 


et, jlans la seeotido, 


(19) 




hos deux formules prAc6dontes, dont la premi&re determine la sommo. 
d*uuf‘ progression geomfitriquo, subsistont, ainsi quo 1 equation (8), 
t«ufe.s les fois quo lo modulo de a? est inffirieur au modulo do a. 
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Lorsque dans I’equation (12) on fait en meme temps 

A = I, a = i, 


on obtient la suivante 
(i3) 




ri-l- 2 a? -}- 4a?® H-. . - , 


qui a pour second membre la somme de la serie (2) (§ I), et suppose 
le module de x inferieur a I’unite. 

Considerons maintenant une fraction rationnelle quelconque 


(i4) 


fix) 

F(a?)’ 


f{x), F(a;) etant deux fonctions entieres de la variable x. Repr6sen- 
tons par a,h,c, ... les diverses racines de Tequation 


(i5) 


F(a?) = 0, 


par m' le nombre des racines egales a a, par m" le nombre des racines 
egales a h, par vf" le nombre des racines egales a c, . . et par k le 
coefficient de la plus haute puissance de x dans le polynome F(aj), en 
sorte qu’on ait 


(16) 


F {x) = k{x — a}"^' (x — ft)'"" {x — c)" 


La methode exposes dans le Chapitre precedent fournira, pour la de- 
composition de la fraction rationnelle em fractions simples, une 
equation de la forme 


(17) 


/(•*) _ 

= R-h 


A 


. .+ 


F(a?) “ 

{a; 

— a)'“' ' 

1 

X — a 




B 

1 


. .-h 

-l 



— by^’ 

1 

(o) — 

X — b 


+ 


C 

. 1 


t 

C/M '''-I 


{X 

— c)"'" 

1 

. . “T“ 

X — c 






. • . . 

, 


A, A^, B, B,, C, C,, etc., designant des constantes determi- 
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nees, et R une fonction entiere de cc qui s’evanouira lorsque le degre 
du polynome /(cc) sera inferieur a celui du polynome F(a?). Cela 
pose, concevons que le module de la variable cc soit inferieur aux mo- 
dules des diverses racines a, h, c, .. et par consequent- au plus petit 
de ces modules. On pourra developper chacune des fractions simples 
que renferme le second membre de I’equation (17) en une serie con- 
vergente ordonnee suivant les puissances ascendantesde la variable a;; 
puis, en ajoutant les developpements ainsi formes au polynome R, on 
obtiendra une nouvelle serie convergente toujours ordonnee suivant 
les puissances ascendantes de cc, et dont la somme sera equivalente a 


la fraction rationnelle 


Soit 


(18) cto, a^x, a^_x^, ..., a^x’^, ... 

la nouvelle serie dont il est ici question. La formule 

, , f{^) 9 

(19) + + 

subsistera toutes les fois que cette nouvelle serie sera convergente, 
c’est-a-dire toutes les fois que le module de la variable a? sera inferieur 
au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 
I’equation (i 5 ). J’ajoute que la serie (18) sera toujours une serie 
recurrente. C’est ce que Ton prouvera aisement ainsi qu’il suit. 

Designons par m la somme des nombres entiers m', m", m", . . ., ou, 
ce qui revient au meme, le degre du polynome F(a;), et faisons, en 
consequence, 

(20) [x) :=! . px q, 

k, I, ..., p, q representant des coflstantes reelles ou imaginaires. 
L’equation (19) deviendra 


(21) ; V — ^ — =za„-V- a,x ■+■ a^x^ 


Apres I’avoir mise sous la forme 

(22) f{x') — {q-^px-\- ..‘.-{- lx’^~^ 4 - kx’^) a^x a^x'^ 
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on en tirera, en developpant le second membre comme on I’a fait pour 
I’equation (6), 

l f{x)== qa,^+ {qay />ao ) ^ 4- . . . 

(23) j 4- {^qo-m 4“ P^m—\ 4- . ■ . H- lo.\ 4- kcii^ ) -t- . . . 

( 4- ^qO'a pa^—i 4-. . .-1- /an_„j4.i4- +. . . . 

Cette derniere formule devant subsister tant que le module de la va- 
riable X est inferieur aux modules des constantes a,b,c, . on de- 
montrera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons 
fait usage pour etablir le theoreme VI du Chapitre VI (§ IV), que les 
coefficients des puissances semblables de x dans les deux membres 
sont necessairement egaux entre eux. 11 en resulte : i° que les coeffi- 
cients des diverses puissances de x dans les differents termes du poly- 
nome f(x) sont respectivement egaux aux coefficients des memes puis- 
sances dans la serie dont la somme constitue le second membre de 
I’equation (aS); que daiis cette serie les coefficients des puissances 
dont I’exposant surpasse le degre du polynome f{x) se reduisent a 
zero. D’ailleurs, si I’on considfere un terme de la serie dans lequel I’ex- 
posant n de la variable x surpasse le degre du polynome /(co), et soit 
en meme temps egal ou superieur a m, ce terme sera de la forme 

{qcin~^ /><a!n_i4-. . .4- /ctn— ni+i4- ka„^„i)x'^. 

Done, toutes les fois que la valeur de n, etant superieure au degr6 du 
polynome f(x), sera de plus egale ou superieure au degre m du poly- 
nome F(a;), les coefficients 

se trouveront assujettis a I’equation lineaire 

( 24) qa^-rpa^-i 4- ... 4- 4- = o ; 

ef par suite, pour une semblable valeur de n, le coefficient do la 
puissance xf- s’exprimera en fonction lineaire de ceux des puissances 
inferieures prises consecutivement au nombre de m. La serie (;8) 
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sera done Tune de celles que Ton nomme recurrentes. Son echelle de 
relation se, composera des constantes 

A, l, p, q, 

respectivement egales aux coefRcients des diverses puissances de x 
dans le polynome F(a;). 

Parmi Ics series qui representent les developpements des fractions 
renlermees dans le second membre de la formule (17), et qui sont 
toutes convergentes dans le cas ou le module de la variable x reste 
inferieur aux modules des diverses racines de I’equation (i 5 ), Tune 
au moins deviendrait divergente si le module de la variable venait a 
surpasser celui de quelque racine. Par suite, la serie (iS), toujours 
convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. 
D’autre part, si I’on fait croitre indefiniment le nombre entier n, et 
si Ton designe par p„ le module du coefficient dans la serie (18), 
cette serie sera convergente ou divergente (voir le § 1) suivant que le 

module de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limites 

— I 

de (p„) Comme les deux rfegles de convergence que nous venons 
d’enoncer doivent necessairement s’accorder entre elles, on peut con- 
clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de 
I’equation ( 1 5 ) est precisement egal a la plus petite, des limites de I ex- 

pression ( p„ ) " . 

Lorsque les deux fonctions/(a:;), F(a:) sont reelles, le coefficient 
Test aussi, et son module p„ ne differe pas de sa valeur numerique. Si 
dans la meme hypothesc I’equation F(a-)=:o n'’a que des racines 
reelles, la racine qui pura la plus petite valeur numerique sera, 
d’apres ce qu’on vient de dire, egale (au signe pres) a la plus petite 

des limites de (p„)“"'- Enfin, si le rapport ^ converge vers une 

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. II, § III, theoreme II) a 

_ 1 

la limite cherchee de I’expression (p)“". Cette remarque conduit a la 
regie qu’a donnee Daniel Bernoulli pour determiner numeriquement 

OEui^t'cs de C. — S- t. III. ^ 
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la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantites qui 
representent les racines supposees reelles d’une equation algebrique. 


§ III. — Sommation des series recurrentes, et fixation 
de leurs termes xeneraux. 


Lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la 
variable x est a la fois convergente et recurrente, elle a toujours pour 
somme une fraction rationnelle. En effet, soit 


une semblable serie, et supposons que, pour des valours de n supe- 
rieures a une certaine limite, le coefficient de la puissance x'‘ soit 
determine, en fonction lineaire des coefficients des puissances infe- 
rieures pris en nombre egal a n, par une equation de la forme 


en sorte que les constantes 


forment reclielle de relation de la serie. Si Ton multiplie la somme de 
cette serie, savoir 

CIq ~f“ X — f- Cl<^ X” — ... 

par le polynome 

. /cx'“+ -h. . px -h q, 

le produit obtenu sera la somme d’une nouvelle serie dans laquelle 
le coefficient de x", calcule comme dans le Chapitre VI (§ IV, theo- 
reme V), s’evanouira pour des valeurs de n superieures a la limite 
assignee. En d’autres termes, le produit dont il est question sera un 
nouveau polynome d’un degre marque par cette limite. Si Ton designe 
ce nouveau polynome par /{x), on aura 
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et, par suite, 

(4) «u-T- ffid; 4- i . ) 

kx"^-\- -j- i^x 4- q 

Done toute serie qui, ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entik’es de la variable x, est a la fois convergente et recurrente, a 
pour somme une fraction rationnelle, dont le denominateur est un 
polynome dans lequel les puissances successives de x ontpour coef- 
licients les differents termes de I’echelle de relation de la serie. 

Lorsque pour faire connaitre une serie recurrente on donne seule- 
ment ses premiers termes et I’echielle de relation qui sert a dieduire 
des premiers termes tous ceux qui les suivent, on. determine sans 
peine, a I’aide de la methode que nous venons d’indiquer, la frac- 
tion rationnelle qui represente la somme de la serie dans le cas oii 
elle demeure convergente. Cette fraction rationnelle etant calculee, 
on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentee, 
s’il y a lieu, d’une fonction entiere de la variable x-, et, si Ton cherche 
ensuite les series recurrentes qui, pour des valeurs de x convenable- 
ment choisies, expriment les developpements des fractions simples 
dont il s’agit, on obtiendra, en ajoutant les termes generaux de ces 
memes series, le terme general de la serie proposee. 
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sun LA THEOniE DES QUAHTITF.S POSITIVES ?T NEGATIVES. 


On a beaucoup dispute sur la nature des quantites positives ou negatives, 
et Ton a donn6 a ce sujet diverses theories. Celle que nous avons adoptee 
{voir les Prdliminaires, pages a et 3 ) nous parait la plus propre ^ eclaircir 
toutes les difficultds. Nous allons d’abord la rappeler en peu de mots. Nous 
montrerons ensuite comment Ton en d6duit la r^gle des signes. 

De m6me qu’on voit I’idee de nombre nailre de la mesure des grandeurs, 
de mfime on acquiert I’idee de quantity (positive ou negative) lorsquel’on 
consid6re chaque grandeur d’une espece donnee comme devant servir a I’ac- 
croissement ou k la diminution d’une autre grandeur fixe de m6me espece. 
Pour indiquer cette destination, on repr6sente les grandeurs qui doivent 
servir d’accroissements par des nombres pr6c6d6s du signe +, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions, par des nombres pi'ec6d6s du 
signe — . Cela pose, les signes -h ou — places devant les nombres peu- 
vent 6tre compares, suivant la remarque qui en a et6 faite ('), des 
adjectifs placds aupres de leurs substantifs. On d^signe les nombres pre- 
cedes du signe -H sous le nom de i^uuntites positives ^ et les nombres 
pr6c6d6s du signe — sous le nom de quantilds negatives. Enfm, Ton est 
convenu de ranger les nombres absolus qui ne sent prdc6d6s d’aucun signe 
dans la classe des quantites positives; et c’est pour cette raison qu on se 
dispense quelquefois d’6crire le signe + devant les nombres qui doivent 
repr6senter des quantitds de cette espece.- . 

En Arilhm6tique, on op^re toujours sur des nombres dont la valeur par- 
liculi^re est connue, et qui sont par consequent donnes en chiffres; tandis 
que dans I’Alg^bre, oil Ton considSre les propriel6s genSrales des nombres. 


(1) Transactions philosophiques, ann6e 1806. 
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on represente ordinairement ces mSmes nombres par des lettres. Uue quan- 
tile setrouve alors exprimee par une letlre prdcddde du signe -t- ou — . An 
reste, rien n’empeche de reprdsenter les quantiles par de simples lettres 
aussi bien que les nombres. C’est un artifice qui augmenle les ressources do 
I’Analyse; mais, lorsqu’on veut en faire usage, il est ndcessaire d’avoir egard 
aux conventions suivantes. 

Comme, dans le cas ou la lettre A reprdsente un nombre, on peut, d’apres 
ce qui a ete dit ci-dessus, designer la quantile positive dont la valeur nume- 
rique est egale k A, soil par h-A, soil par A seulement, tandis quo — A 
designe la quantile opposee, c’est-a-dire la quantile negative dont A est la 
valeur numerique : ainsi, dans le cas ou la letlre a reprdsente une quantile, 
on regarde comme synonymes les deux expressions « et et I’on ddsigno 
par — a la quantity opposee. 

D apres ces conventions, si Ton represente par A soil un nombre, soil uue 
quantile quelconque, et que Ton fasse 

« = -t-A, b——k, 

on aura . 

-t- « — -t- A , -+■ b — — A , 

— a — — A, — b=-{- k. 

Si dans les quatre dernieres dqualions on remet pour ci et b leurs valeurs 
entre parentheses, on obtiendra les formules 

I -H (-t- A) — -t- A, -f-(_A)— — A, 

I — A) =: — A, — (— A)=-+-A. 

Dans chacune de ces formules le signe du second membre est ce qu’on appello 
leprorfafides deuxsignes du premier. Multiplier deux signes I’un par I’autro. 
c’esl former leur produit. L’inspection seule des dquations (i ) sufflt pour dta- 
blir la regie des signes, comprise dans le Ihdordme que je vais dnoncer. 

iHeoRbSEl. - Le produit de deux signes semblables est toujours -h, el /<• 
produit de deux signes opposes est toujours — . t 

II suit encore des m§mes equations que le produit de deux signes, lorsquo 
des deux est -i-, reste 6gal k I’aulre. Si done on a plusieiirs signes a 
multiplier entre eux, on pourra faire abstraction de tons les signes -f-. I),* 
cette remarque on deduit facilement les propositions suivantes : 

iHSonteE II. — Si I on multipUe plusieiirs signes les uns par les autres 
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dans lui ordre qiielconque, le prodait sera toujours -H, lorsque les signes — 
serorit eri nombre pair^ et le produit sera — , dans le cas contraire. 

TufiORiiiME in. — Le produit de tant de signes qiie Von voudra reste le 
meme, dans qaelque ordre qu’on les multiplier 

One consequence immediate des definitions qui precedent, c’est qiie la mul- 
tiplication des signes n’a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 
Mats on n’en sera point etonne, si Ton observe que la notion du produit 
de deux signes se presente des les premiers pas que Ton fait en Analyse, 
puisque dans Taddition ou la soustraction d’un mondme on multiplie reelle- 
ment le signe de ce monome par le signe -f- ou 

En partant des principes que nous venous d’etablir, on levera facilement 
toutes les difficultes que peut offrir Temploi des signes H- et ~ dans les ope- 
rations de TAlgebre et de la Trigonometric. Seulement il faudra distinguer 
avec soin les operations relatives aux nombres de celles qui se rapportent 
aux quantites positives ou negatives. On devra surtout s’attacher h fixer 
d’une maniere precise ie but des unes et des autres, a definir leurs resul- 
tats et a en montrer les proprieies principales. C’est ce que nous aliens 
essayer de faire en peu de mots, pour les diverses operations que Ton a cou- 
tume d’ex6cater. 

ADDITION ET SOUSTRACTION. 

SoMMES ET differences DES NOMBRES. — Ajoutcr au noiiibre A le nombre B ou, 
en d’autres termes, faire subir au nombre A Faccroissement -f- B, c’est ce 
qu’on appelle faire une addition arithm^tique- Le resultat de cette operation 
s’appelle somnie. On Findique en plagant k la suite du nombre A son accrois- 
sement -h B, ainsi qu’il suit : 

A~hB. 

On ue demontre pas, mais on admet comme evident que la somme de plu- 
sieiirs nombres reste la nieme dans qiielque ordre qa\on les ajouter C est un 
axiome fondamental sur lequel reposent rArithmetique, FAlgebre et toutes 
les sciences de calcul. 

La soustraction arithmetique est Finverse de [’addition. Elle consist e a 
retrancher d’uti premier nombre A un second nombre B, e’est-k-dire k cher- 
cher un troisieme nombre C qui, ajoute au second, reproduise le premier. 
C’est lii aussi ce qu’on appelle faire subir au nombre A la diminution — B. 
Le resultat de cette operation se nomme difference. On Findique en pla^ant 
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a la suite dii nombre A la diminution — B, ainsi qu’il suit : 


A-B. 

Quelquefois on designe la difference A — B sons le nom cVea^ces, ou de reste, 
outle rapport arithmetique entre les deux nombres A et B. 

SoMMEs ET uiFFfiRENCEs DES QUANTiTfis. — Nous avous expliqu6 daiis les preli- 
minaires ce que c’est qu’ajonter deux quantites entre elles. En ajoutant plu- 
sieurs quantites les unes aux autres, on obtient ce qu'on appelle leur sommc 
II est facile cle d^montrer, en s’appuyant sur I’axiome relatif k raddilion des 
nombres, la proposition suivante : 

TufiORfeME IV. — La somme de plusieurs quantites reste la mime, dans 
quelqiie ordre qu'oii les ajoate. 

On indique la somme unique de plusieurs quantites par Ja simple juxta- 
position des lettres qui representent soil leurs valeurs numeriques, soit les 
quantites elles-m^mes, chaque lettre etant pr6cedee du signe qu’elle doit 
avoir pour rester ou devenir propre a exprimer la quantite correspondanie. 
Les differentes lettres peuvent d’ailleurs etre disposees dans un ordre quel- 
conque, et il est permis de supprimer le signe + devant la premiere lettre. 
Consid6rons, par exemple, les quantites 

«, b, c, .... 

Leur somme poiirra 6tre repr6sent6e par Texpression 

a f — g ^ I — ji ^ c , 

Dans line semblable expression, chacune des quantites 

a, b, c, — /, —g, —h, ... 

est ce qu’on appelle un mondme, L’ expression elle-meme est un polynome 
dont les mondmes en question sent les differents termes. 

Lorsqu’un polyn6me renferme seulement deux, trois, quatre, ... termes, 
il prend le nom de blndme, trindme, quadrindmej .... 

On prouve aisement que deux polynomes dont tons les termes sont egaux 
et de signes contraires representent deux quantites opposees. 

La difference entre une premiere quantite et une seconde, c’est une troi- 
siiHiie quantity qui, ajout6e h la seconde, reproduit la premiere. En paiiani 
de cette definition, on d^montre que, pour soustraire d’une premiere quan- 
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tite a une seconds quantity b, il suffit d’ajouter d la premiere la quantity 
opposes d b, c’est-d-dire — b. On en conclut que la difference des deux quan- 
tiles a et 6 doit dtre represeniee par 

a — b, 

ISota. — La soustraction etant I’inverse de I’addition pent toujours s’indi- 
quer de deux manieres. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantite c 
est la difference des deux quantites a et b, on peut ecrire indifferemment 

(X — oa a — b-\-c. 


MULTIPLICATION ET DIVISION. 

PRODUITS ET QUOTIENTS DES NOMBRES. — MulilpH^T lo nOIXlbl 0 A pRT IC nOlDbrO B, 

c’est operer sur le nombre A precisement comme on opere sur I’uniie pour 
obtenir B. Le resultat de cette operation est ce qu’on appelle \%produit de A 
par B. Pour bien comprendre la definition pr6cedente de la multiplication, 
il faut distinguer differents cas suivant I’espece du nombre B. Or ce nombre 
peut etre tantbt rationnel, c’est-a-dire entier ou fractionnaire, tantbt irra- 
tionnel, c’est-a-dire non rationnel. 

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d’ajouter 1 unite 
plusieurs fois de suite k elle-meme. Il faudra done alors, pour former le pro- 
duit de A par B, ajouter le nombre A h. lui-meme un pareil nombre de fois, 
c’est-a-dire faire la somme d’autant de nombres egaux k A qu’il y a d’unites 

dans B. 

Lorsque B est une fraction qui a pour numerateur m et pour d6nomina- 
teur n, I’operation par laquelle on parvient au nombre B consiste k partager 
I’unite en n parties egales et k repeter m fois le resultat trouve. On obtiendra 
done alors le produit de A par B, en partageant le nombre A en n parties 
egales, et repetant I’une de ces parties m fois. 

■ Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres 
rationnels des valeurs de plus en plus approchees. On fait voir aisement 
que dans la mSme bypothese le produit de A par les nombres rationnels 
dont il s’agit s’approche de plus en plus d’une certaine limite. Cette hmite 
sera le produit de A par B. Si I’on suppose, par exemple, B - o, on trouvera 
une limite nulle, et I’on en conclura que le produit d’un nombre quelconque 
par z6ro s'6vanouit. 

Dans la multiplication de A par B, le nombre A s’appelle multiplicands, et 
OEuvres de C., S- 11 j t. IIL 
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le nombre B multiplicateur. Ces deux nombres sent aussi d^signes conjoin- 
tement sous le nom de facteurs du produit. 

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indififeremment Tune des 
trois notations suivantes : 

BxA, B.A, BA. 

Le produit de plusieurs nombres reste le mime dans quelque ordre qu’on 
les multiplie. Cette proposition, Jorsqu’il s’agit de deux ou trois facteurs 
entiers seulement, se ddduit de I’axiome relatif a I’addition des nombres. 
On peut ensuite la ddmontrer successivement : i° pour deux ou trois fac- 
teurs rationnels; 2 “ pour deux ou trois facteurs irralionnels; 3° enfin pour 
un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irralionnels. 

Dimer le nombre A par le nombre B, c’est chercher un troisiSine nombre 
dont le produit par B soil egal k A. L’operation par laquelle on y parvient 
s appelle division, et le rdsultat de cette operation quotient. De plus, le 
nombre A prend le nom de dividende, et le nombre B celui de diviseur. 

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie a volonle I’une des deux 
notations suivantes : 


Quelquefois on designe le quotient A :B sous le nom de rapport ou raison 
geometrique des deux nombres A et B. 

L’dgalit^ de deux rapports gdometriques A : B, C : D ou, en d’autres termes, 
lAquation 

A:B = C:D 

est ce qu’on appelle line proportion geometrique. Ordinairement au lieu du 
signe == on emploie le suivanl :: qui a la m^me valeur, et Ton ecrit 

A;B::C:D. 

Nota. — Lorsque B est un nombre entier, diviser A par B, c’est, d’apres 
la definition, chercher un nombre qui, rdpetd B fois, reproduise A. C’est 
done pariager le nombre A en aulant de parties egales qu’il y a d’uniles 
dans B. On conclut facilement de cette remarque que, si m et n ddsignent 
deux nombres entiers, la parlie de I’unite devra etre reprdsentee par 


/ 


NOTE L 


m 


et la fraction, qui a pour numerateur m et pour denominateur par 

I 

m X — 
n 

lelle est, en effet, la notation par laquelle on doit naturellement designer la 
fraction dont il s’agit. Mais, comme on prouve ais6ment qne le produit 

I 

m X - 
n 

est Equivalent au quotient de m par n, c’esl-a-dire a ii en resulte que la 
mEme fraction peut Eire representEe plus simplement par la notation 

m 

n 

PiiODUiTS ET QUOTIENTS BES QUANTiTfis. — Le prodilit d'une premiere quantile 
par une seconde est une troisiEme quanlitE qui a pour valeur numErique le 
produit des valeurs numEriques des deux autres, et pour signe le produit de 
leurs signes. Multiplier deux quantitEs I'une par Tautre, c’est former leur 
produit. L’une des deux quantitEs s’appelle multiplicateur, Tautre multipU- 

cande, et toutes les deux conjointement facteurs du produit. 

# 

Ces dEfinitions Etant admises, on Etablira facilement la proposition sui- 
vante : 

TilfeORtiME V. — Le produit de plusieurs quantiles reste le mime, dans 
quelque ordre qidon les multiplie. 

Pour dEmontrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 
semblable relative aux nombres avec le ihEoreme III relatlf aux signes 
[voir ci-dessus, page 335). 

Dmser une premiEre quanlitE par une seconde, c’est chercher une troi- 
siEme quantile qui, multipliEe par la seconde, reproduise la premiEre. L’opE- 
ration par laquelle on y parvient s’appelle division; la premiEre quantitE 
dividende, la seconde diviseur, et le rEsultat de TopEration quotient. Quel- 
quefois on dEsigne le quotient sous le nom de rapport ou raison geome- 
trique des deux quantitEs donnEes. En partant des dEfinitions precedentes, 
on prouve facilement que le quotient de deux quantiles a pour valeur mime- 
rique le quotient de leurs valeurs numeriques, et pour signe le produit de 
leurs signes. 
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La multiplication et la division des quantites s’indiquent tout comme la 
multiplication et la division des nombres. 

Nous dirons que deux quantit6s sont ira^erses Tune de Tautre lorsque le 
produit de ces deux quantitds sera runit6. D’apr^s cette definition, la quan- 

tite a aura pour inverse et reciproquement. 

On a remarqne plus haut que ce qu’on appelle fraction en Arithm6tique 
est egal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En Algebre, on 
designe aussi sous le nom de fraction le rapport ou quotient de deux quan- 
tites quelconques. Si done a el b representent deux quantit6s, leur rap- 
port I sera une fraction alg6brique. 

Nous observerons encore que la division, etant une operation inverse do 
la multiplication, peut toujours s’indiquer de deux manieres. Ainsi, par 
exemple, pour exprimer que la quantite c est le quotient de deux quan- 
tites a et on peut dcrire indifferemment 

a , 

rr-=.c ou a = he, 
b 

Les produits et quotients de nombres et de quantites jouissent de pro- 
prietes generales auxquelles on a souvent recours. Nous avons dej& parle 
de celle qu’a tout produit de rester le meme, dans quelque ordre que Ton 
multiplie ses facteurs. D’autres proprietes non moins remarquables se trou- 
vent comprises dans les formules que je vais ecrire. 

Soient * 

a, h, c, /t, a'y b\ a'', b\ ... 

plusieurs suites de quantites positives ou negatives. On aura, pour toutes les 
valeurs possibles de ces memes quantites, 

^ k a H— b — h- c -{- • • • ) ka kb -H kc ■+• . . . , 

a b c ... a b c 

“ — 4- ,y -I- y + . . . , 

k k k k , 

( 2 I ^ ^ ^ a a' . . 

1 6 ^ F ^ F ~ bb'b"... ’ 

I A — M — 

a ^ a a ' 

\ b 

Les quatre formules qui precedent donnent lieu h une foule de consequences 
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qu’il serait trop long d’Snumerer ici en detail. On conclura, par example, de 
la troisi^me formula ; i“ que les fractions 

a ka 

V Jb 

sont egales entre elles, a, b, k ddsignant des quanlites quelconques; 2 ° que 
la fraction ^ a pour inverse 3“ que, pour diviser une quantity k par une 
autre quantity a, il suffit de multiplier k par la quantity inverse de a, 
c’esl-k-dire par 


ELEVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES. 

POISSAXCES ET EACiNES DES NOMBRES. ExPOSANTs posiTiFS. — £:iever le nombre A 
k la puissance marqude par le nombre B, c’est cbercher un troisifeme nombre 
qui soil formd de A par la multiplication, comma B est formd de I’unitd par 
I’addition. Le rdsultat de cette opdration faite sur le nombre A est ce qu’on 
appelle sa puissance du degre B. Pour bien concevoir la definition prdcd- 
dente de Peidvation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 
le nombre B est enlier, fraclionnaire ou irrationnel. 

Lorsque B ddsigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plu- 
sieurs unitds. La puissance de A, du degrd B, doit done alors etre le produit 
d’autant de facteurs dgaux ^ A qu’il y a d’unitds dans B. 

Lorsque B reprdsente une fraction ^ (m et « fetant deux nombres entiers), 

il faut,- pour obtenir cette fraction : 1 “ cbercher un nombre qui, r6p6te n fois, 
reproduise I’unite; 2 “ rdpdter m fois le nombre dont il s’agit. Il faudra done 

alors, pour obtenir la puissance de A, du degrd — : 1 “ cbercher un nombre 

tel que la multiplication de n facteurs dgaux h ce nombre reproduise A; 
2 “ former un produit de m facteurs dgaux k ce mdme nombre. Quand on 
suppose en particulier m = 1 , la puissance de A que Ton considere se rdduit 

k celle du degrd et se trouve ddterminde par la seule condition que le 
nombre A soit dquivalent au produit de n facteurs dgaux k cette m6me puis- 
sance. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra- 
tionnels des valeurs de plus en plus rapprochdes. On prouve facilement que 
dans la mdme hypothdse les puissances de A, marqudes par les nombres ra- 
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tionnels dont il s’agit, s’approchent de plus en plus d’une certaine limite. 
Cette limite est la puissance de A du degre B. 

Dans I’dlevation du noinbre A a la puissance du degre B, le nombre A s’ap- 
pelle racine, et le nombre B, qui marque le degre de la puissance, exposant. 
Pour reprdsenter la puissance de A du degre B, on se sert de la notation sui- 
vante 

A®. 

D apr^s les definitions qui precedent, la premiere puissance d’un nombre 
n est autre chose que ce nombre lui-meme. Sa seconde puissance est le pro- 
duit de deux facteurs egaux h ce nombre, sa troisieme de trois semblables fac- 
teurs, et ainsi de suite, Des considerations geometriques ont conduit h desi- 
gner la seconde puissance sous le nom de carre, et la troisieme sous le nom 
de cube, Quant h la puissance du degre zero, elle sera la limite vers laquelle 
converge la puissance du degre B, tandis que le nombre B d6croit ind^fini- 
ment. 11 est ais6 de faire voir que celte limite sereduithrunit6;d’otii] r^sulte 
qu’on a, en g6n6ral, 

k^=i. 

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste finie et diffi^re de 
z6ro. 

Extraire du nombre A la racine marquee par le nombre B, c’est chercher 
un troisieme nombre qui, dlevd ^ la puissance du degrd B, reproduise A. 
L opdiation par laquelle on y parvient s’appelle extraction, et le rdsultat de 
1 operation est la racine de A du degre B. Le nombre B, qui marque le degre 
de la racine, se nomme indice. Pour la representer, on se sert de la notation 
suivante : 

t/A. 

Les racines du second et du troisieme degre sont ordinairement ddsigndes 
sous le nom de racines carries et cubiques. Lorsqu’il s’agit d’une racine 
carr6e, on se dispense presque toujours d’dcrire au-dessus du signe \J I’in- 
dise 2 de cette racine. Ainsi les deux notations 

^A, Va 

doivent 6tre considdr^es comme dquivalentes. 

Nota. — L’extraction des racines des nombres, etanl I’inverse de leur ele- 
vation aux puissances, peut toujours ^tre indiqude de deux mani^res. Ainsi, 
par exemple, pour exprimer que le nombre C est egal ii la racine de A, du 
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degr6 B, on pent dcrire k volontd 

A=:C« ou C = ^A. 

Remarquons encore qu’en verlu des definitions, si Ton ddsigne par n un 

1 

nombre entier quelconque, A" sera un nombre tel que la multiplication de 
n facteurs egaux ^ ce nombre reproduise A. En d’autres termes, on aura 



d’ob Ton conclura 

Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degre et la 

n 

racine de A sont des expressions eqnivalentes. On prouve facilement 
qu’il en est de m6me dans le cas ou Ton remplace le nombre entier n par un 
nombre quelconque. 

Puissances des nombiies. Exposants nEgatifs. — tHe^er le nombre A & la puis- 
sance marqude par Vexposant n^gatif — *B, c’est diviser Tiinit^ par A®. La va- 
leur de I’expression 

A-^ 

se trouve done ddterminde par T^quation 



qu'on peut aussi mettre sous la forme 

AB 

Par suite, si Ton dleve un m^me nombre h. deux puissances marqudes par 
deux quantit^s oppos^es, on obtiendra pour rdsultats deux quantitds positives 
inverses Tune de Fautre. 

Puissances et racines rEelles des QUAKTiTfis. — Si, dans les ddfinitions que 
nous avons denudes des puissances et racines des nombres correspondantes a 
des exposants, ou entiers, ou fractionnaires, on substitue le mot de quantites 
^ celuide nombres j on obtiendra les definitions suivantes pour les puissances 
et racines rdelles des quantitds. 

Eleven la quantitd a ^ la puissance reelle du degre m etant un nombre 
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entier, c’est former le produit d’autant de facteurs egaux k aqu’ily ad’anit6s 
dans m. 

]bl6V6r la quantity ^ la puissuiics vbgIIq d>ii dc^vG — > nx et ti 6laiit deux 

nombres entiers, c’est, en supposant, pour 6viter toute incertitude, la frac- 

tion — r6duite h. sa plus simple expression, former un produit de m facteurs 

6gaux et tellement choisis que la puissance de chacun d’eux soit equi- 
valente i la quantity a. 

ExtrairG de la quantity a la racinG reGlle du dGgr6 tm ou — » c’est cherclier 

une nouvelle quantity qui, ^levee k la puissance r6elle du degr6 m ou — , 

n 

reproduise a. D’apres celte definition, la racine rdelle d’une quantity 
est 6videmment la m6me chose que sa puissance reelle du degr6 y De plus, 
on prouvera facilement que la racine du degr6 ^ 6quivaut k la puissance du 
degre — • 

Enfin, dlevGi- la quantite a ii la pidssancG rGGlU du degrd — m ou — 

n 

c’est diviser i’unit6 par cette m6me quantity a 61ev6e k la puissance r6elle du 
de^re m ou —• 

Dans les operations clont on vient de parler, le nombre ou la quantite qui 
marque le degre cFune puissance reelle de a s’appelle Vexposant de cette 
puissance, tandis que le nombre qui marque le degre d'une racine reelle se 
nomme Vindice de celte racine. 

Toute puissance de a qui correspond k un exposant dont la valeur nume- 
rique est entiere, c’est-k-dire k un exposant de la forme h- m ou — m, m re- 
presentant un nombre entier, admet une valeur unique et reelle que roii 
designe par la notation 

ou 

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur humcrique est 
fractionnaire, elles peuvent admettre ou deux valeurs reelles, ou une seule 
valeur reelle, ou n’en admettre aucune. Les valeurs reelles dont il est ici 
question sent necessairement des quantites positives ou des quanlites nega- 
tives. Mais, outre ces quantites, on emploie encore en Algebre des symboles 
qui, n’ayant aucune signification par eux-memes, resolvent neanmoins, a 
cause de leurs proprietes, les noms de puissances et de racines. Ces symboles 
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sont du nombre des expressions algebriques auxquelles on a donne le nom 
A'imaginaires, par opposition k celui ^'expressions reelles, qui ne s’applique 
jamais qu’a des nombres ou k des quantitds. 

Cela posd, il rdsulte des principes 6tablis dans le Chapitre VII que la racine 

(Pune quantit6 quelconque a et ses puissances des degres 

J7t 

n dtant im nombre entier et — une fraction irreductible, admettent cha- 

n 

cune n valeurs distinctes r^elles ou imaginaires. Conformement aux nota- 
tions adopt6es dans le m^me Chapitre, on designera Tune quelconque de ces 
valeurs, s’il s’agit de la racine par la notation 

v(7a =;((«))", 

m m . . 

et, s’il s’agit de la puissance qui a pour exposant — ou — — , par la nota- 
tion 

m w 

{{a)y ou ((a)) 

1 

Ajoutons que I’expression ((a))" est comprise comme cas parliculier dans 

m 

Texpression plus g6n6rale ((<^))"> ^t que, en appelant A la valeur num6rique 
de a, on trouvera pour les valeurs r^elles des deux expressions 


m 

m 

{{ayT- : 


1 “ Si a ddsigne un nombre impair. 

m 

m 

a6tant-hA 

-t- A" , 

+ A ”, 

a dtant — A 

m 

... - A- , 

m 

-A"”; 

2 ° Si n d6signe un nombre pair. 

m 

m 

a 6tant -i- A 

±A", 

±k"^. 


Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a ndgatif, toutes les valeurs de cha- 

m 

cune des expressions {{a)y , ((a)) deviennent imaginaires. 

Si I’on fait varier la fraction ^ de mani^re qu’elle s’approche inddfiniment 

d’un nombre irrationnel B, le d^nominateur n croissant alors au dela de toute 
limite assignable, il en sera de m6me du nombre des valeurs imaginaires 
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qu’obtiendra chacune des expressions 


((a))", ((«)) 

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations 

((«))“, ((«))-“, 

ou, si Ton fait 6 = ± B, la notation 

a moins de considerer une semblable notation comme propre b reprdsenter 
une infinite d’expressions imaginaires. Pour dviter cet inconvdnient, nous 
n’emploierons jamais I’expression algebrique 

((«))" 

dans le cas oii la valeur numerique de b sera irralionnelle. Seulemcnt, dans 
cette hypotbdse, lorsque a obtiendra une valeur positive + A, on pourra 
faire usage de la notation 

a* ou (a)*, 

que Ton devra considdrer comme dquivalente ii 

4- A* 

( veil- le Chapitre VII, § IV ). 

Les puissances de nombres el de quantitds jouissent de plusieurs propridtds 
remarquables qu il est facile de ddmontrer. Nous citerons enlre autres celles 
qui se trouvent comprises dans les formules que je vais dcrire. 

Soient a, a, a", b, h', b", ... des quantitds quelconques positives ou 
negatives; A, A', A", ... des nombres quelconques, et m, to', to", ... des 
nombres entlers. On aura 

I A* A*' A*' . . . = A*"'"*'"''*"-'-' • • , 

(3) I A* A'* A"*... = (A A' A"...)*, 

affects du mSme signe dans los deux mombros ), 

a'"' a'"” ...= (ao'a"...)'», 

, .= {aa'a ". . . 

( a”' = ( a-'" a'"'"', 

(a-'”) 
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Les formules (3) et (4) donnent lieu a une foule de consequences, parmi les~ 
quelles nous nous contenterons d’indiquer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3) 



et Ton en conclut 

I Y I 

k) “ A?‘ 

Done, si Ton 61eve deux quantiles positives inverses Tune de I’autre k une 
m^me puissance, les r6sultats seront encore deux quantiles inverses. 



FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. 


Lorsque dans Texpression on regarde le nombre A comme fixe, et la 
quantit6 x comme variable, la puissance A^prend le norn ^ exponentielle. Si, 
dans la m^me hypothese, on a, pour une valeur particuliere de Xy 

A^=:B, 

cette valeur particuliere sera ce qu’on appelle le logarithme du nombre B 
dans le systeme dont la base est A. On indique ce logarithme en pla^ant 
devant le nombre la lettre initiale I ou L, ainsi qu’il suit 

/B ou LB. 


Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connaitre la base du 
systeme de logarithmes auquel elle se I'apporte, il est indispensable d 6noncer 
dans le discours la valeur de cette base. Gela pose, si 1 on se sert de la carac- 
teristique L pour designer les logarithmes pris dans le sysldme dont la base 
esi A, requation 

A^ = B 


entrainera la suivante 

x-LB. 

j 

Quelquefois, lorSqu’on doit traitor en mfitne temps des logarithmes pris 
dans diff^rents syst^mes, on distingue les uns des aulres k I’aide d’un ou plu- 
sieurs accents places ii la droite de la lettre L, etl’on designe en consequence 
par cette lettre depourvue d’accents les logarithmes d’un premier sysieme, 
par la mSmd* lettre suivie d’un seul accent les logarithmes d’un second s'ys- 
leme, etc. 

En s’appuyant sur les definitions qui precedent et sur les proprietes gene- 
rales des puissances des nombres, on reconnaitra facilement : i° que l’unit6 
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t 



a z6ro pour logarithiue dans tous les syst^nies; 2 ° que dans lout syst^me de 
logarithmes dont la base surpasse I’unitd, tout nombre supdrieur ^ l’unit6 
a un logarithme positif, et tout nombre inf6rteur a I’unite un logarithme 
negatif; 3“ que dans tout systeme de logarithmes dont la base est au-dessous 
de I’unite, tout nombre inferieur a I’unitd a un logarithme positif, et tout 
nombre superieur a 1 unite un logarithme ndgatif; 4° enfin que, dans deux 
systemes dont les bases sont inverses Tune de I’autre, les logarithmes d’un 
meme nombre sont 4gaux et de signes contraires. Re plus, on'ddmontrera 
sans peine les formules qui dtablissent les proprietes principales des loga- 
rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que je vais 4crire. 

Si I’on designe par B, B', B", ..., C des nombres quelconques, par les 
caract6risliques L, L' des logarithmes pris dans deux systemes differenls 
dont les bases soient A, A', et par k une quantity quelconque positive ou 
negative, on aura 


( 5 ) 


LBB'B"...=:LBH-LB'-f-LB". 

LB*=z4LB, 

gLC — ^LB.L C — QLB 


LG 

LB 


L'C 

L'B' 


On tire de la premiere de ces formules 


et, par suite. 


LBH-Lg:z=Ll=z:o 


Lg=-LB, 


d’oh il rdsulte que deux quantitds positives inverses Tune de I’autre ont des 
logarithmes dgaux et de signes contraires". Ajoutons que la quatriSme for- 
mule peut facilement se deduire de la seconde. En effet, supposons que la 
quantitd k reprdsente le logarithme du nombre C dans le systSme dont la 
base est B. On aura 

C = B* 

et, par suite, 

LC = 4LB, L'C = A:L'B, 
d’oh Ton conclura immddiatement 


LC 

LB 


L'C 

L'B 
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On pent remarquer encore qtie, si Ton prend B A, on tirera de la qua- 
trieme formule, a cause de LAi=x, 

VC=zUk,LC, 

ou, en faisant, pour abreger, L'A™ 

UC=:|xLC. 

Ainsi, pour passer du systAme de logarithmes dont la base est A a celui dont 
la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris dans le premier sys- 
tem e par un certain coefficient fx 6gal au logarithme de A pris dans le second 
syst^ime, 

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu’on nomme loga- 
rithmes reelsj parce qu’ils se r6duisent toujours a des quaniites positives ou 
n(§gatives. Mais, outre ces quantiles, il existe des expressions imaginaires 
qui ont dgalement re^u, h cause de leurs propriet^s, le nom de logarithmes. 
Nous renvoyons sur ce sujet au Chapilre IX, dans lequel nous avons expose 
la th^orie des logarithmes imaginaires. 

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES ET DES ARCS DE CERGLE. 

Nous avons remarqu6 dans les Pr61iminaires qu’une longueur comptee sur 
une ligne clroite ou courbe peut ^tre reprdsentde tant6t par un nombre, 
tantOt par une quantity, suivant qu'on a simplement 6gard a la mesure de 
cette longueur, ou qu’on la consid^re comme devant 6tre porlee sur la ligne 
donnde dans un sens ou dans un autre, k partir d’un point fixe que Ton 
nomme origine, pour servir soil k I’augmentation, soil k la diminution d’une 
autre longueur constante aboutissant k ce point. Nous avons ajoutd que, dans 
un cercle dont le plan est supposd vertical, on fixe ordinairement Torigine 
des arcs k I’extrdmitd cl u rayon tirS horizontalement de gauche a droite, et 
que, k partir de cette origine, les arcs se comptent positivement ou n6gati- 
vement suivant que, pour les d6crire, on commence par s’elever au-desstis 
d’elle ou par s’abaisser au-dessous. Enfln, nous avons indiqu6 les origines de 
plusieurs lignes trigonomdtriques qui correspondent k ces mGmes arcs dans 
le cas oil le rayon du cercle se r6duit k I’unitd. Nous allons revenir un instant 
sur cet objet et compl6ter les notions qui s’y rapportent. 

D’abord on dtablira facilement, k I’dgard des longueurs comptees sur une 
m^me ligne droite ou courbe k partir d’une origine donn6e, les propositions 
suivantes : 
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THfiORtiiE VI. — Soient a, by . des quaritites quelconqiies positwes oa 
negatives. Pour obteriir sur une ligne droite on courbe V extremity de la Ion- 

(2 4- ^ 4- c H- . . . 

comptee d partir d’une origins donnee dans le sens d&termine par le signe de 
la quantile 

a b c . y 

il SLiffira de porter sur cette ligne : i° la longueur a d partir de Vorigine^ 
dans le sens determine par le signe de a; 2° la longueur b d partir de Vex- 
tremite de a, dans le sens determine par le signe de b; 3*^ la longueur c d 
partir de V extremite de b, dans le sens determine par le signe de c, et ainsi 
de suite, 

Th^or^me YII. Soient a et h deux quantiles quelconques. Supposons de 
plus que Von porte sur une ligne droite ou courbe et d partir d'une origins 
donnee : i° une longueur egale d la valeur num6rique de a, dans le sens 
determine par le signe de a; 2 ° une longueur 6gale d la valeur numeriqtte 
de by dans le sens determine par le signe de b. Pour passer de V ex trimite de 
la premiere longueur d celle de la secondoy ou riciproquementy en siiioant 
la ligne que Von considere, il sujjfira de parcourir une troisiime longueur 
egale d la valeur numerique de la difference a — h, 

TufiORfeME VIIL — Les memes choses etant posies que dans le thiorime pre- 
cedent, V extrimiti de la longueur reprisentie par 

a b 
2 

sera sur la ligne donnee un point situe d distances igales des extrimitis des 
longueurs a et b {les distances itant compties sur la ligne elle-mime). 

Appliquons mainteaant ces th6or^mes aux ai’cs mesiir6s sur la circonfe- 
rence d’un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon dquivaut k runite, 
Vorigine des arcs etant fixde k rextr6mit6 du rayon tir6 horizontalement de 
gauche a droite. Si Ton ddsigne par tt, suivant Tusage, le rapport de la cir- 
conference au diamdtre, le diam^tre dtant dgal k 2 , la circonfdrence entiere 
se trouvera exprimde par le nombre 2 7r, la moiti6 de la circonference par le 

nombre tt, et le quart par Si, de plus, on ddsigne par a un arc quelconque 
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positif ou n6galif, on conclura du theoreme VI que, pour obtenir Fextremite 
de Tare 

a+27n7r ou a — *nn% 

if 

(m 6tant un nombre entier), il faut porter sur la circonference, k partir de 
rextr6mit6 de Tare soil dans le sens des arcs positifs, soit dans le sens des 
arcs n6gatifs, une longueur egale k 2 7n7r, e'est-a-dire parcourir m fois la cir- 
confdrence entiere dans un sens ou dans I’autre, ce qui ramenera n^ces- 
sairement au point d’ou Ton 6tait parti. II en r6sulte que les extr6mites des 
arcs 

a et a =b 2 m 71 

coincident. 

On conclura dgalement des theoremes VI ou VII : que les extr^mit^s 
* des arcs 

a et a±L% 

comprennent entre elles un arc 6gal a tt, et se confondent par consequent 
avec les extremit6s d’un meme diametre; 2 ° que les extremites des arcs 

a et a ±: - 
2 

comprennent entre elles un quart de circonference, en sorte qu'elles coin- 
cident avec les extremites de deux rayons perpendiculaires Tun h. I’autre. 
Enlin, on conclura du theoreme VIII : que les extremites des arcs 

a et TT — a 

son! situees h. egales distances de Textremite de Tare 

TT 
— > 

2 

et par consequent placees symetriquenaeiit de part et d autre du diametre 
vertical; 2 *^ que les extremites des arcs 


a et o. 

2 


sont situees h egales distances de Textremite de Tare 


71 
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Les arcs 

* TT 

TT a el a, 

2 

dont il est ici question, sont respectivement appel6s le supplement el le 
complement de Tare a. En d’autres termes, deux arcs repr6senl6s par deux 
quantit6s a eXh sont supplements on complements run de Fautre suivant que 
Fon a 

7T 

a-\- b — Tn on + Z> = - . 

2 

Puisque les angles au centre qui ont pour c6te commiin le rayon mene par 
Forigine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs qui 
leur servent de mesure, et que ces angles eux-m^ines peuvent 6tre consi- 
d6res comme les accroissements ou diminutions de Fun d’eux pris k volonte, 
rien ne s’oppose k ce qu’ils soient design6s par les m^mes quantiles que les 
arcs. C’est one convention que Fon a effectivement adoptee. On dit aussi que 
deux angles sont complements ou supplements Fun de Fautre, lorsque les 
arcs correspondants sont eux-memes complements ou supplements Fun de 
Fautre. 

Passons maintenant h Fexamen des lignes trigonometriqnes; et, dans ce 
dessein, considerons un seul arc represente par la quantite a. Si on le pro- 
jette successivement : sur le diametre vertical; 2 ® sur le diametre hori- 
zontal, les deux projections seront ce qu’on appelle le sinus et le sinus verse 
de Fare a. On peut observer que la premiere est en memo temps la projec- 
tion, sur le diametre vertical, du rayon qui passe par Fextrernite de Fare. Si 
Fon prolonge ce meme rayon jusqu’5 la rencontre de la taiigente au cercle 
mene par Forigine des arcs, la partie de cette tangente interceptee entre 
Forigine et le point de rencontre sera ce qu’on appelle la tangente trigono- 
metrique de Fare a. Enfin la longueur comptee sur le rayon prolonge eiitrc 
le centre et le point de rencontre sera la secante de ce m6me arc. 

Les cosinus et cosinus verse d’un arc, sa coiangente et sa cosicante ne sont 
autre chose que les sinus el sinus verse, la tangente et la sdcante de sou 
complement, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente et la 
secante de ce meme arc, le sysleme complet de ses lignes trigonomilriejues, 

D apres ce qui a ete dit ci-dessus, le sinus d’un arc se cornpte sur le dia- 
mtoe vertical, le sinus verse sur le diametre horizontal, la tangente sur la 
llgne qui touche le cercle a Forigine des arcs, et la s6cante sur le diametre 
mobile qui passe par Fextr6mit6 de Fare donn6. De plus, les sinus et 
s6cantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que Fori- 
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^iiie des tangentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. Eniln, 
on est g6n6ralement convenu de representer par des quantiles positives 
les lignes trigonometriques de Tare a, dans le cas ou cet arc est positifet 
rnoindre qu'un quart de circonf6rence; d’ou il suit que Ton doit compter 
positivement le sinus et la tangente de has eh haul, le sinus verse de droite 
h gauche, et la secante dans le sens du rayon mene a Textremite de Tare a. 

En partant des principes que nous venons d’adopter, on reconnaitra imme- 
diaternent que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sont loujours posi- 
lifs; et, de plus, on deterrninera sans peine les signes qui doivent affecter les 
aulres lignes trigonometriques d’un arc dont rexlr^mite est donnee. Pour 
rendre cette determination plus facile, on con^oit le cercle divis6 en quatre 
parties 6gales par deux diam^tres perpendiculaires entre eux, Fun horizontal, 
rautre vertical; et ces quatre parties sont respectivement designees sous les 
noms de premier, second, troisi^me et quatrieine quart de cercle. Les deux 
premiers quarts de cercle sont situ6s au-dessus du diametre horizontal, savoir 
le premier h droite et le second ^ gauche. Les deux derniers sont situes au-des- 
sous du m^me diametre, savoir le troisieme a gauche et le qualrieme h droite. 
Cela pos6, comme les extrdmites de deux arcs, compldmenls Fun de Fautre, 

TV ’ 

sont dgalement distantes de.Fextrdmitd de Fare on en conclura qu’elles 

sont placdes symetriquement de part et d’autre du diametre qui divise en 
deux parties dgales le premier et le troisieme quart de cercle. Si Fon cherche 
ensuite quels signes doivent 6tre attribu6s aux diverses lignes irigonome- 
triques d'uh arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 
Fextr<§mitd de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans un autre, on 
trouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

le 1 *'^ quart le 2 * quart le 3“ quart le 4* quart 
de cercle. de cercle. de cercle. de cercle. 


Pour le sinus et la cos^caiite *. h- -4- 

Pour le cosinus et la s^canle . -f- — 


Pour la tangente et la coLangeriie. . 4 - — 4 - ■— 

On pent remarquer k ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro- 
* duit du signe du sinus par le signe du cosinus. 

Les considerations prdeedentes conduisent encore a reconnaitre que le 
cosinus d’un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par 1 ex- 
tremite de cet arc sur le diametre horizontal, et que sur ce meme diametre 
il doit etre compte positivement de gauche k droite, a partir du centre pris 
pour origine; que le cosinus verse peut ^Ire mesure sur le diametre vertical 
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entre le point le plus eleve cle la circonference pris poor origine ot I'oxtre- 
mite da sinus; que la cotangente, comptee positiveiiient de gauche 5 droilr 
siir la tangente horizontale menee au cercle par rorigioe des cosinns v<u*sos, 
so reduit a la longueur comprise entre cette origine el le proloiigeiociil dti 
diametre mobile dont une moitie est le rayon men6 h rextivniite do Tan*: 
enfin que la cosecante, mesuree sur ce diaiTuVtre mobile, se coni[U.o posiii- 
vement dans le sens do rayon dont il s’agit, et k partir do centre })ris pour 
origine jusqii’a Textremite de la cotangente. 

Nous avons sufflsamment developpe dans les preliminaires le systbint* fl(‘s 
notations a I’aide desquelles nous representons les diverses lignes trigniio- 
metriques et les arcs qui leur correspondent. Nous ne reviendrons pas sur 
cet objel, et nous nous contenterons d’observer que les lignes trigonnnie- 
triques d’un arc sont censees appartenir en menie temps lx raiigle au tauilre 
quhl mesure, et que Ton designe par la nuhne quantite. Ainsi, par exein|)lt*, 
a, b, ... representant des quantiles quelconques, on pent dire egaleineni 
que les notations 

sin<^, cosZ^, 

expriment le sinus de I’arc ou de Tangle a, le cosinus de Tare ou de 
Tangle b, — 

Nous termirierons cette Note en rappelaot (piGlques propri6tes remar- 
quables des lignes trigonometriques. 

B’abord, si Ton designe par a une quantite quelconque, on trouvera que \v 
sinus et le cosinus de Tangle a sont toujours lies entre etix par Tequalion 

(^) Sin^a •+■ COS^<Q5 rz; i, 

et que les autres lignes trigonometriques peiiverU dire exprimdes au inoyen 
de ces deux premieres ainsi qu’il suit : 

( siva = i-cosa, tanga , seca=:-— ; 

^ 1 COS a cos a 

, f cosiva = I — sin a, cota z= ~~ , c.oseca - ' 

, ' sin a sit)/'? 

Des formules (6) et (7) on d^duira facilement plusieurs autres eqnalions, 
par exemple 

( 8 ) ~ tang a’ r 4- tang-a, cosde^a ::z: r cot-a, .... 

11 est encore ais6 de voir que, si la quantite positive R repr6seuie la Ion- 


NOTE L 


355 


gueur d’uae droite entre deux points, et a Tangle aigu ou obtus que forme 
cette droite avec un axe fixe, la projection de la longueur donnde sur Taxe 
fixe sera mesurde par la valeur numerique du produit 

Rcosoc, 

et la projection de la m^me longueur sur une perpendiculaire a Taxe par la 
valeur nunadrique du produit 

Rsina. 

Enfin on reconnaitra sans peine que, si, en partantd'un point pris au hasard 
sur la circonference du cercle qui a pour rayon Tunite, on parcourt sur cette 
circonfdrence, dans un sens ou dans un autre, une longueur 6gale a la valeur 
numerique d’une quantity quelconque c, le plus petit arc compris entre les 

^ 71 

extremit^s de cette longueur sera inferieur ou superieur a suivant que 
cosc sera positif ou negatif. 

Ces principes etant admis, concevons que sur la circonference dont on vient 
de parler on determine : les extremiies A et B des arcs representes par 
deux quantites quelconques a et 6; 2 ° Textremite N d’un troisieme arc 

reprdsenle par Soil, en outre, M le milieu de la corde qui joint les 

points A, B, et supposons que le point M se projette sur le diametre horizon- 
tal du cercle en un certain point P. Si les longueurs mesur6es sur ce dia- 
m^tre, partir du centre pris pour origine, sont comptdes posilivement de 
gauche it droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P devra 
6lre reprdsentde (en vertu du th6or6me VIII) par la quantile 

cosa - 1 - cos^ 

Be plus, comme (en vertu du m6me iheoreme) le point N est silud k dgales 
distances des points A et B, le diametre qui passe par le point N renfermera 
le milieu M de la corde AB; et la distance de ce milieu M au centre du cercle 
sera egale (abstraction faite du signe)aueosinus de chacun des arcs NA, m, 
ou, ce qui revient au m6me, k 

(?_;J _ ») = CO, (li? - i) = CO, . 

Pour obtenir la projection horizontale de cette distance, il suffira de la mul- 
tiplier par le cosinus de I’angle aigu compris entre le rayon tire horizontale- 
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men! de gauche a droite el le diaiiietre qui renferme le point N, c’est-a-cliro 
parun facteur egal (au signe pres) a • Eii d’aiitres termes, la di- 

stance dll centre au point P aura pour mesure la valeur nunidrique clii pro- 
duit 

a — b a h 

cos cos 

2 2 

J’ajoule que ce produit sera positif ou negatif, suivant que le point M sera 

situe a droite ou a gauche du diametre vertical. En effet, pos-™^^ est posiiii* 

ou negatif, suivant que le point N est situ6 par rapport h ce diarn^fh^ du 

^ 

cote droit ou du cote gauche, et cos-— -- -- est positif ou negatif; par suite le 
produit 

a — b (7 4-/; 

cos cos 

2 2 

. 1 A • Cl 4 " b - , . , 

estde meme signe que cos — ~ — ? ou de signe contraire, suivant que, chacun 

des arcs NA, NB etant inferieur ou sup^rieur a le point M se trouve 

situd du m6me c 5 te que le point N ou du c6te oppose. Comrne d’ailleurs la 
verticale qui passe par le point M renferme aussi le point P, il suit do. la 
remarque precedenle que la distance du centre au point P, dans le cas nionie 
oil Ton a dgard aiix signes, pent etre repr6sentde par le produit 

a — h Cl b 

cos cos 

2 2 

1 COS« 4 -COS/> , , A . .A 

Ce produit et la quantite — — ont done le meme signe, avec la m(‘nu‘ 

valeur numeriqiie; et Ton a, par consequent, pour toules les valeurs possibles 
des quantit^s a et h, 

/ ^\ T Cl — ha -4 h 

( 9 ) cos a 4 - cos/? = 2 cos cos — 

2 2 

Si dans requation (9) on remplace h par tt 4- 6, on en tirera 

7 . b — a , a h 

(10) cos a — cos^ — 2 sin sin 

22 

I)c plus, SI dans les dquations (9) et (lo) on subslitue aux angles a cl h l(Mirs 
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coinplemenls - — a, - ^b, on obtiendra les suivanles t 

2 2 


(lO 


. , Cl — b . a 

sm a -f- sill 6 = 2 cos sin — 


- ? 


. . . « — b 

sma — sino = 2 sin cos 


2 

a-k- b 


Les formules (9), (10) et(ii) une fois 6tablies, on en d^duira facilement un 
grand nombre d’aulres. On trouvera, par exemple, 


(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

('7) 


sina — sin6 _ tang|(a— b) 
sTna -H sin6 ~ tang|(a -l- b) ’ 


COS& — cos« 
cos 6 -h cos a 


: tang-|{a — b) lang^a + b), 


( cos(a— &)-4-cos(a + 6) = 2COsacosi>, 

I cos(a— &) — cos(a+ &) = 2 sina sin6, 

sin(a4-&)4- sin(a — J) = 2 sinacosft, 
s'm{a-+-b)— sin(a— 6) = 2 sin&cosa, 

( cos ( a rt £> ) — cos a cos & ::p sin a sin 
) sin (a ±6)= sina cos 6 ± sin cos a, 

, , ,, tangarfctangfr 

tang(a±6) = ^^^^^^^. 

I C0S2a — cos^a — sin^a = 2 cos^a i rr; i 2 sin'a, 
sin2a = 2sina cosa. 


Soient maintenant a, b, c trois angles quelconques. On tirera de la pre- 
miere des formules (i3) 


(. 8 ) 


cos(a -t- ^»-+- c) -t- cos(6 -h c — a) -4- cos(c -l-a — b) -f- cos (a + b c) 


:4cosacos6 cosc. 


Si dans la formule prdcddente, an lieu de a, b, c, on dcrit \a, \b, l-c, pun 
que Ton suppose 


(19) 

on irouvera 

(20) 


• b ■+ c — i:, 


sina -t- sin b + sin c — 4 cos — cos ^ cos ^ • 
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Dans la m^me bypolliese, la forn)ule (i 6 ) donnera 


(21) 


lang« H- langZ> -h tangc =: iang<2 tangZ> tango. 


L’6quation (20) devant subsister, ainsi que reqiialion (19), lorsque Ton y 
remplace deux des angles a, b, c par leurs supplements, et qu’on (thangti le 
signe du troisieme, on en conctura 


( 22 ) 


\ 


sin/?? -H sino — sino; = 4 cos - sin - sin 

2 2 2 

. . . , ,, a b , c 

sine -4- sine; — sine ^ 4 sin - cos - sin -9 

2 2 2 

sina -f- sinZ? — sine iz:: 4 sin - sin - cos - • 

2 2 2 


De ces dernieres formules combinees entre elles et avec requation (20) on 
d 6 duit les suivantes : 


COS^ia : 


( 23 ) 


(sine; 4- sin/?? s in e) ( sin b -h sin e — sin /2;) 

4 sin Z? sine ’ 

I cin2i ^ -h sin a -- s in b) (sine; -4- sin b — sine) 

I ^ 4 sin ^ sine 


Erifin, si Ton imagine que a, Z>, e designent les trois angles d’tm triangle, ol 
que les c 5 tds opposes soient respectivenient A, B, C, six produils egaux 
deux a deux, savoir 


B sin e — C si n Z?, C si n a zz: A si n e, A s i n b nz B sin a, 

reprdsenteront les perpencliculaires abaissees des sominets sur les trois c 6 les. 
On aura, par suite. 


(^ 4 ) 


sin^z__sinZ2 sine 


A ~ B 
et les equations (28) deviendront 

cos^-i a — •+- + C — A) 


(25) 


: 

sin 4 a= (^A--B)(A+ B - C) 
4 BC 


Be plus, en ayant egard aux formules (19) et (24), on tirera de la 


priMuiero 


cies Equations (12) 
(26) 
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tang|(a --b) — cot|c. 

Les formules (19), (24), (sS) et (26) suffiseni pour determiner trois des six 
elements d’un triangle rectiligne, lorsque les trois autres elements sont 
coiinus, et que cette determination est possible. On peut remarquer en outre 
que les valeiirs de cos<7. et de sina, deduites des equations (26) a I’aide des 
formules (17), sont respectivemeni 

( 

2 BC 

La premi^'ire de ces valeurs peut se tirer directement d’un theorerne cormu 
de Geometrie. Quant li la seconde, elle fournit lemoyend’exprimer la surface 
du triangle en fonction des trois c6t6s.En effet, cette surface, equivalente au 
•produit de la base G par la moiti6 de la hauteur correspondanle B sina, sera 

( 28 ) -jBC sin a { sj '(k -4- B -h C) ( B -H € — A) (C -I- A — B j "( A -f- B — G ) . 
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NOTE IL 

SUR LES FORMULES QUI RESULTENT DE L’eMPLOI DU SIGNE > OU <, ET SUR LES MOYENNKS 
ENTRE PEUSIEURS QUANTITES. 


Soient a eib deux quairtites inegales. Les deux formules 

a'>b^ h <i a 

serviront egalement a exprinier que la premiere quantity a snrpasse la ?e- 
conde b, c’est4-dire que la diff6rence 

a — b * 

est positive. En partant de ce principe, on etablira facilement ies proposi- 
lions que je vais 6noncer : 

THfiORfeME I. -—Si a, a’ , a\ . . b,y , h" ^ . . . representent des quantiU\H assn- 
jetties aiix conditions 

a '> b, 
a' > bj 
> b\ 


on aura a us si 


a -h a' 4-* . . . > Z? -f- -H + . . . . 

Demonstration, — En effet, lorsque les quantiles 

a — b, a'~bj a”-~h", ... 

sont positives, on pent assurer que leur somme 

a a' -h d’ {b -h b' b'^ 

I’est pareiilement. 

TufiORfeME IL — Si A, k!, A", . . B, B', B^', . . . representent des nnnibres 


assujettis anx conditions 
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A >B, 
A'>B', 
k!’> B% 
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on aura aiissi 

AA'A^..>BB'B^... 

Demonstration. — En effet, chacune des differences 
A-^B, A^-B^ A"-B", ... 

etant positive par hypothese, chacun des produits 

(A-B)A'A^..==AA'A^..-BA' A"..., 

B(A'-B0A''. . .=:B A^A^. . — BB'A''..., 

BB'(A'' — B"). . . = B B'A". . . — BB'B^. 

sera egalemeut positif, et par suite il en sera de m^me de leur soninie 

AA'A^..-BB'B^... 

TafiORfeME III. — Soient a, b, r trois quantiles quelconques, et supposons 

• a>b\ 

on en conclura, si r est positif , 


et, si r est negatif^ 


ra > rb, 
ra < rb. 

Demonstration, — En effet, le produit 

r(a — b) = ra — rb 


sera positif dans le premier cas, et n^gatif dans le second. 

Corollaire, — Si, en supposant a et b positifs, on prend successivement 


i I 

r^-^ r 
a 


V 


on en conclura 


b a 

a b 


On se trouve ainsi ratnend k cette proposition, evidenle par elle-mdme, 
OEmres de C. — S. 11, t. HI. 



I- . 


qu'nne fraction esl inferieure ou superieure a runite, suivant que le plus 
grand de ses deux termes est le denominateur ou le numerateur. 


THfiORfeME IV. — Solent A et AJ deux nombres qui satisf assent a la vondi- 


et b line qiiantite quelconque. On aura, si b est positif. 


Demonstration, — En effet, le quotient 


sera evidemment superieure ou inferieure a I’unite, suivant quo la quantile h 
sera positive ou negative. 

ffl^ORfeMEV. Designons par A un nonihre quelconque, et soient 6, 1/ deux 
quantites assujetties a la condition 


on en conclura, 


et, si A est inferieur d V unite 


Demonstration 
la fracti on 


En effet, la quantite b — b' etanl positive, par hypotheses 


sera Evidemment superieure ou inferieure h. runite 
A>i ou A<i. 


suivant que ron aura 


THfiORfeMB VI. — Soil L la caracteristique des logarithmes 
teme dont la base est A, et designons gar B, B' deux nombr 
condition 

B > B'. 

On aura, si A est plus grand que V unite. 


LB>LB' 
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el, si A est inferieur a V unite, 

LB<LB'. 

Demonstration. — Eii effet, le logarithme 

L^, =LB-LB' 

‘sera posiiif dans le premier cas, et negatif dans le second. 

CoroLlaire. — Si Ton se sert de la letlre / pour indiquer les logarithmes 
neperiens pris dans le sysl^me dont la base est 

(i) 6 = 2,7182818... 

[Chapilre VI, § I, equation (5)], la condition 

B>B' 

enirainera toujoiirs la formule 

/B>/B'. 

Aux theor^mes qui pr6c^dent nous ajouterons le suivant, duquel on peut 
d6duire plusieurs consdquences importantes. 

TiifiORteME Vll. — Soil X line quantile quelconque. On aura 

( 2 ) X <ie^. 

La lettre e designant, a I’ ordinaire, la base des logarithmes nepiriens. 

Demonstration. — Le second membre de la formule (2) restant toujours 
positif, le theoreme enonc^ sera Evident par lui-m^me, si la quanlite i H- ^ 
est negative. II suffira done d’examiner le cas oil Ton suppose 

( 3 ) 

Or requation (28) du Chapitre VI(§lV)donne, pour toutesles valeurs reelles 
possibles de x, 



( 4 ) 
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et, comme les produits 


X^ 1 

^ x\ 

sc'> , 

^ x\ 



2.3.4' 

v'^5) 


sont positifs, non seulement lorsque la quantild x est positive, mais aussi 
lorsque, etant negative^ elle a une valeur nuin^rique iiiferieure ruiiite, on 
tirera de Inequation (4), toutes les fois que la condition (3) sera remplie, 

Corollaire L — Si, dans le cas ou i-+-*r est positif, on prend les loga- 
rithmes neperiens des deux membres de la formule (2), on obtiendra la sui- 
vante 

(5) x)<^x 

{voir le corollaire dii theorenne VI). Cette derniere subsiste done toutes les 
fois que son premier membre est reel. 

Corollaire IL — Soient ... plusieurs quantitds assujetlies aiix con- 

ditions 

(6) i4-.r>o, \-^z>o, 

On aura, en vertu de la formule (2), 

i-hy<e^ \-^z<e-, 
et roll en conclura (theoreme 11) 

(7) (i4-^0(i4-7)(i-f-5)* . 

Cette derniere formule subsiste done toutes les fois que son premier aiembr(‘ 
ne renferme que des facteurs positifs. 

Corollaire 111, — Si dans le corollaire precedent on suppose 

xzziaa, ynza'a'^' s = a'' 

a, ot', oc\ . . . designant des quantiles positives, et a, a', a’', . . . d’autres quan- 
tiles respeetivement superieures k 



NOTE 11. 




la formule (7) deviendra 


(i «a) (i-H a'a') (i + €^a+a'a'-+-d"ct" 4 -.,.^ 

Si de plus les quantiles a, a', a", . . . sent toutes inferieures k une certaine 
limite A> on aura (en vertu des th6oremes I et III) 

a 4- oc^ -h . . . <C A( a -f- "ih -h . . . )» 

<01 par siiite on trou^^era defmitivement 

La formule (8) peut 6tre employee avec avantage dans rint6gration par 
approximation des Equations diflerenlielles. 

Passons maintenant aux theoremes sur les moyennes. Ainsi qu’on Fa dejii 
<lit {Prdliminaires, p. i4), on appelle moyenne enlre plusieurs quantiles don- 
n6es une nouvelle quantity comprise enlre la plus petite el la plus grande de 
celles que I’on consid^re. D’apres cette definition, la quantite h sera moyenne 
entre les deux quantit6s g, k, ou entre plusieurs quantites parini lesquelles 
I’une des deux qu’on vient de citer serait la plus grande el I’autre la plus 
petite, si les deux differences 

S' — A, A — A 

sont de in6me signe. Cela pos6, si, pour designer une moyenne entre les 
quantit6s a, a', a\ . . . , on emploie, coinme dans les Preliminaires, la nota- 

M(«, a', «", • • •)> 

on 6tablira sans peine les propositions suivantes : 

TnfiORfeME VIII. - Soient a, a', a\...,h plusieurs qaantites assujelties a la 
condition 

(g) /i = M(a,a', 

et r une autre quantite entierement arbitraire. On aura toujours 

^, 0 ) /7i=M(ra, /-a'.ra", j..). 

Demonstration. - En effet, d^signoas par la plus grande, et par la plus 
petite des quantiles a, a', a', . . . . Les deux differences 

g—h, h — k 


I 
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3()6 

seroiil positives, el par suite les produits 

/>•). 

ou, en d’autres lermes, les deux differences 

rg- — r/i, rh — rk 
sei'onl de mdnfe signe. On aura done 

rh — M.{rg, rk) 

et, a plus forte raison, 

rh — M (m, ra', ra", . . .), 

attendu (jue rg, rk sent necessairement deux des produits 

ra, ra', ra", .... 

la^ORfeME IX. — Soient A, A', A", . . ., H plusieiirs nombres qui satisfassent 
a la condUion 

(”) H:=M(A, A', A", . ..), 

et b line quantile qitelconque. On aura 

('2) H* = M(A*,A'*, A"*, ...). 

Demonstration. — En effet, soient G et K le plus grand et le plus petit dcs 
nombres A, A', A", .... Les differences 

g-h, H-K 

etant alors positives, on conclura du theoreme I\^ que les suivanles 

G*— IF', IF'-K* 
sent de hidme signe. On aura done 

H*=M(G",K") 

pt, a plus forte raison, 

H*=M(A‘, A'*, A"*, ...). 

QomlLaire. — Si I’on fait en particulier b = i, on trouvera 
V^ = M(v/A, sfA/, ^A", . . .). 
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ThSorKme X. — Designons par k un nombr6 qiielconque, et soierit b, h' , 
h" h plusieurs quantitis assujetties a la condition 

(13) h = M{b,b’,b^ ...). 

On aura ‘ 

(14) A* = M(A\A*',A»", 

Demonstration. — Designons par g la plus grande, et par k la plus petite 
rles quantiles b, b', b", Les deux differences 

g — h, h — k 

etant alors positives, on conclura du thdoreme V que les suivantes 

A^-A^ A"— Ab- 
sent de mt;me signe. On aura done 

A''= M(A< A^) =: M( A'', A*', k>‘\ ...). 

TaftoafeME XI. — Soit L la caracterisliqne des logarithmes dans le systhne 
dont la base est A, et designons par B, B', B'", . . ., IR. plusieurs nombres assu- 
jeltis d la condition 

(,5) H = M(B,B',B", ...). 

On aura, quel que soit A, 

(,6) LH = M(LB,LB',LB', ...). 

Demonstration. - En effet, supposons que I’on represenle par G le plus 
grand, et par K le plus petit des nombres B, B', B", .... Alors les deux 
fractions 

G H 
H’ K 

etant supdrieures k I’unite, les logarithmes 



ou, en d’autres termes, les differences 

LG-LH, LH-LK 
seront de rndme signe. On aura done 

LH = M(LG, LK)=M(LB, LB', LB", ...). 
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Tui^ORfeME XII. — Soient b, b\ . . . pliisieurs quantites de ineme signe^ en 
nomhre et a', . . . des quanlites quelconques en nombre egal a celiii 

des premieres. On aura 


Demonstration, — *■ Soil g la plus grande et k la plus petite des quantites 


Les differences 


seront toules positives. En multipliant les deux, premieres par 6, les deux 
suivanles par etc., on obtiendra les produils 


qui seront tous de meme signe, aussi bien que les quantiles b, b 
suite, les soinmes de ces deux especes de produits, savoir 

gi^h^ .) _ (a + . .), 

a-^¥^a” ^,.,— k(b H- b^ 

et les quotients de ces sommes par b - 4 - savoir 


seront encore des quantites de meme signe; d’oCi Ton conclura 


[voir dans les Preliminaires le thdor^me I et la formule (6)] 
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Corollaire 1. — En supposant les quantit6s b, b', ¥, ... reduiles a I’unite, 
a + «' H- a" + . . . 


on trouve 

(. 8 ) 


= M(a, a', 


Le premier rnembre de la formulepr^cedenteestcequ’onappellela/Hoje/z/ie 
arithmetique entre les quantiles a, aJ, a”, .... 

Corollaire II. — La moyenne entre plusieurs quantiles egales se conforidant 

a a! cH 

avec chacune crelles, si les fraclions ^> *•* deviennent egales, on 


aura 

(19) 


a a! o!' . a d 


b ~i- b‘-{- 

ce qu’il est crailleurs facile de prouver directement. 

Corollaire III. — Si Ton d^signe par a, a\ d\ . . . de nouvelles quantites 
qui soient toutes de m^ine signe, on aura, en vertu de I’equation (17), 

a a + a' a' -h a" a" H- . . . 


(20) 


ab + a' d d ¥ . 


= M| 

f aa 

d d 

d'a^ 

\CLb^ 

d 

'd¥" 

= m( 

^a 

d 

d 





Cette derni^re formule suffit pour etablir le ihdoreme III des Priliminaires. 

THfiORfeME XIII. — Soient A, A', A", . . B, B', B", . . . deux suites de nom- 
bre^i pris d volonU; et formons avec ces deux suites, que nous supposerons 
renfermer chacune un nombre n de ternies, les racines 

Va', •••■ 

On aura 

Demonstration. — Les logarilhmes des quantilds 

“"^'VA A' A".. 7, ®V^,, 7^, ••• 

indiquds par la caractdristique I sont respect! vement 

i± IK 


Bh-B'+B"- 

OEuvres de C. — S. H, t. III. 


B 


B' 


B" 


47 
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et requation (17) fournit entre ces logarithmes la relation suivante : 

/AH-/A'-f-/A'' + ... __ //A lA" \ 

. .. ^ V B ’ ’ B" ’ “ */ 

Si maintenant on repasse cles logarithmes aux nombres, ce qui est permis en 
verta clu theoreme X, on retrouvera la formule (21). 

Corollaire I. — En supposant les nombres B, B^ B^', . . . r6duits h Ihinite, 
on a simplement 

(22) yTK^FTT, M(A, A', A^ . . .)• 

Le premier mernbre de la formule prececlente est ce qu’on appelle la moyennc 
geometrique entre les nombres A, A', A", .... 

Corollaire IL — Si toutes les racines 

^A, V■^V^ ... 

deviennent egales, leur moyenne se confondra avec chaciine d’eHes. On aura 
done alors 

(^ 3 ) ^"^'"‘"'^•VAA'A^..:^ = VF = . . . , 

ce qu’il serait facile de proiiver directement. 

La valeur num^rique d’une moyenne entre plusieurs qiiarUit6s donnees 
n’est pas toujours une moyenne entre leiirs valours numeriques. Ainsi, f)ar 
exemple, quoique — i soil une quantite moyenne entre — 2 et -+- 3, cepen- 
dant 1 unite n’est pas une valeur moyenne entre 2 et 3. Parnii les diverses 
mani^res d’obtenir une moyenne entre les valeurs nuindriques de n (juan- 
tit6s 

a, a’, a'\ . . . , 

1 une des plus simples consiste a former d'abord la moyenne aritliineti(|u<‘ 
entre les carres 

eta extraire ensuite la racine carree du resultal. En operant ainsi, on trou- 
vera premi^rement 


NOTE 11. 


mi 


puis, en ayant egard au corollaire du iheoreme IX, 


( 24 ) 


\J ri 


3Z M(v/a^ v^, . . ■)• 


Or les quaritit^s positives 


\/a-, \/«'S ... 

representant pr(§cis^ment les valeurs numeriques des quantiles donnees 

a, a\ a\ 

il suit de !a formule (24) qu’on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si 
Ton divise par \/n I’expression Ires simple 

\/a--^ a‘^~^ 

Celle expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numeriques dont il 
s’agit, est ce qu’on pourrait appeler le module du sysleme des quantiles a, 
a\ a% .... Le module du systeme de deux quantiles a el b ne serait alors 
autre chose que le module meme de I’expression imaginaire i 

[xyolr le Ghapitre VII, § II). Quoi qu’il en soil, les expressions r^elles de la 

forme - 

sjar -^- . . 

jouissent de propriet 6 s Ir^s remarquables. Dans la Geomelrie, elles servent 
il determiner les longueurs mesar 6 es en ligne droite, et les aires de surfaces 
planes, par le moyen de leurs projeclions orthogonales. En Algebre, elles 
fournissent le sujet de plusieurs tli^or^smes importanls, parmi lesquels je me 
coritenterai d’^noncer ceux qui suivent. 

TuftORfeME XI V. — Si les fractions 


a 

V 


a 


a" 


sont egales, la valeur namerique de chacune d’ elles sera eaprimee par le rap- 

port 



en sorte qu’on aura 
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le signe + on lesigne de^^ant ^tre adopts suivant que les fractions proposees 
sont positives ou negatives. 

Demonstration, £n effet, dans I’hypoihese ad raise, les fractions 


seront egales, et Ton aura, en consequence 


En extrayant les racines carrees, on retrouvera la forraule (25). 

TnfiORtiME XV. — Soient a, a\ a\ ... des qiiantites quelconques, en nomhren. 
Si ces quantit^s ne sont pas toutes egales entre elles, la valeiir numerique de 


sera inprieure au produit 


en sorts qidon aura 


val. nura.(a + a! ^ ^ 


Demonstration 


En effet, si au carre de la somrae 


on ajoiite les carr^s des differences entre les quantit6s a, a 
n^es deux k deux de toutes les manieres possibles, savoir 


combi- 


on trouvera 


=:n(a^--{-d^-ha"'^ 


et Ton en conclura 


L les racines carrees positives des deux raerabres de celte dernicre 
obtiendra precisement la forraule (26). 
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Corollaire. — Si Ton divise par n les deux membres de la formula (26), on 

trouvera 

^ _i_ <2' a" . \Jar-^ -{- a " ♦ T ^ 


(28) 


val. num. 


< 


s/ 


Ainsi la valeur numerique de la moyenne arilhm6tique entre plusieurs quan- 
tiles a, a^, a\ . . . est inferieure au rapport 


sja^-+- a''" . . . 

\/ n 


qui repr^sente, comme oa I’a reinarqu6 plus haul, une moyenne enlre les va- 
leiirs num^riques de ces m^mes quantiles, 

ScoUe I. — Lorsque les quantit6s a, a', a!’, ... deviennent egales, on a 
evidemment 

val. nuna.((j( +■ H- ct’ + ■ ■ •) — + 

■ScoUe II. — Si dans I’dquation (27) on pose suecessivemenl n=2, w=3, 
on en conclura 

{a^a'y-^{a-a'y=i(,a-+a'^), 

(29) ] {^a+a'+a!'y-¥{a-a'Y-^(a-a''r--+{a'-a''y=i{0'‘^-\-a'^+a"^), 


TnfiOHtME XVI. - Soient a, a’, a”, . . ., <x, <x', x", . . ■ deux suites de quan- 
tites, et supposons que chacune de ces suites renferme un nombre a de termes. 
Si les rapports 

a a a” 
o'’ (x”' 

ne sont pas tous egaiico entre eux, la somme 

aoL a! cf! o!^ ' 

sera inferieure au produit 


en sorte qu^on aura 


(3o) 


( val. num. (aa + a'a^4- — ) 

I < sja} -t- a'2 + a” + . . .' + ■" 
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Demonstration , — En effet, si au carre de la somoie 

aa a! a!^ a!' . . . 

ron ajoute Jes numerateurs des fractions qui representent les carres des dillo- 
rences entre les rapports 

a ^ ^ 

a a" ’ 

combines entre eux de toutes les manieres possibles, savoir 
{ax' — a' xY, {aoc" — a" a)-, {a' a" — a" a')-, 

on trouvera 

/ {aa ^ a' a' a" a" . .Y 

(3i) ) ~\~{a(x' — a'aY-^-{a<x" — a" a Y {a' a " — + . . . 

I — ( _i_ ^ ( ^2 ^ 

et Ton en conclura 

{aa a' a' a" x" . ^Y < + . . .) (a^-h a'“-h a"- f* . . .). 

En exlrayant les racines carrees des deux membres de cotie dornidre formulo, 
on obtiendra precisement la formule (3o). 

Corollaire. — Si Ton divise par /^ les deux membres de la rormulo (3o), on 
trouvera 

a a a' a! a" a" -H . . . 

Lurn. - — — 

n 

sj -f” a'^ H— a"^ —1-- , . . \J -1— x'^ H— x"“ -'e « . . 

\hi \/ n 

Ainsi la moyenne arithm^tique entre les produits 

ax, a' a', a" a", 

a une valeur num^rique inferieure au produit de deux rapports (pii repr^seii" 
tent des moyennes entre les valeurs num^riques des deux esp^ces de quan- 
tiles comprises dans les deux suites 

a, a', 

X, x', 




NOTE 1!. 


375 




sVi^lfr I. ■ Ipiirsiiiic* li^n nijijiorts 


ff 

- 1 -^1 » ' ■ „ I 

^ m &L 


i|ini«*itiiriil fill liiT lip In forimilt* (3i) 


i ti I #i' m' * rf* jc* “f - . 


1 * 1 * jiiir f^iiili* 


( - f" ri'* 4 * 4 -* « . . ) ( ‘+* 


oc^i+, ^'^ 14 ....), 


lilt, lililll.l fiJl * 4* ) 

\f$^ r rl'* I . . . 

II upr'iiit i'rtrilp irnrrivpr ilirifiiinriPiit nu rpspllni. 

SaJit ti* ■ iliiir»4 111 riiriinilp (3i) <hi priai* iiH‘e«»aihTmont 


II 3 , 


till f»fi r*iiiir!iirii 


1 1 # M ■¥■ ii' a' )* I I #1 a' • II* a )* { n* + ) ( a'* 4 ), 

' M#a "i rr^a•)* 4 • (11 a'* - ri'a)'*-!- 

I ( ri* 4 II** I ##•* I { 4 - 4 - ), 


iiii |iri»iiili«rr’ lipa i»niiiilliiiia jiri*c!i'4|i4j|pi i^apcorili* nvec (H) cln Clin- 

|illfi» ^ II II t|* ill apriifiilp |Mnil i^rriri* mmi (itCil suit 

I i##j* *** ri*a|* 4 - 

I 1 ##'^ - (iia 4 ■ 4 l^a^ -I 

li ■msiiit r«4ii* riHiiiP pill* |ipiil #trp pm|iloy^« nvpeaviiiilnga dans la Ihdorip i1(*h 
riii«iii% lit* riiiiriiiirp «|pa niiirlica Iriicppi iiir dpa iiirfnepa iitHdr-(HH|iH‘s* aiiisi 

ijfir iliiii% |iiii%irtli4 ijiipalififia ilt» 

\iiii% ii*riiiiiiprrtiiarp||p fiiir la d^iitiHislraiioii d'tm Itidardim! digiip de 
rri«,irf|iii% aiP|ii«d mi ai* Iriiiiw imwliiit mi emriparaiit la iuo}Pimp gpuinp- 
irpjiip piiin* plmanm immhnm Bwe limr moyimrtP nrillnii/ddnip. Voiri p»i 

411111 il ri*ii**i*sfr : 

\\ It. • La mny»nne giomilrit}ue enlre plmwiirs i^iwihrcs \, H, 

I", II, fit Inujniirit in/irimire d tear mnyenne antlimiUitpif. 
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Demonstration. — Soil n le nombre des leltres A, B, C, D, .... 11 sufflra 
de prouver qu’on a gen^ralement 

(35) '{/Aftrii ^ A + B + C + Dh-... 

n 

ou, ce qui revient au m^nie, 

(36) ABnn ^^ A-f-BH-C-f-DH-... y 
Or, en premier lieu, on aura 4videmnient, pour n = i, 

et 1 on en conclura, en prenant successivement nz=il^, ^=8, . . ., enfin n — 'i.”\ 
ABCD <- ^ j^ A + B 4- C + 

ARrnp.ffaH < -i- + f + G 


< 


A -I- B 


E+F+G+ Hy 


(3?) 


ABCD...< 


Ln second lieu, si n n’est pas un terme de la progression g6om6trique 

2, 4» 8, i6, ..., 

on d^signera par a"* un terme de celte progression sup^rieure k n, et Ton 
fera 

jj^ A H- B C -H I) -1 - . . . 


puis, en revenanta la formule (87), et supposant dans le premier membre 
cie cette formule les a™ — « derniers facleurs egaux a K, on irouvera 

ABCD. . -t- B -+- C + D 4-^. . . H- (2'"— w)K 

ou, en d’autres termes, 

ABCD...K2'“-»<K2“. 


NOTE IL 


B77 


On aura done par suite 




B 


D 



ce qu’il fallait demontrer. 

Corollaire. — On conclut g^n^ralement de la formule (36) 

( 38 ) A. B H- C '•■h B -f- . . . It y^ABGB . . . ^ 

quel que soil le nombre des lettres A, B, C, D, Ainsi, par exemple, 

I A 4 - B > y/AB, 

(39) • A-i-B + G>3v/^, 
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NOTE III. 


sun I.A KEBOI.UTION NUMERIQUE DES EQUATrONS. 


Resoiidre mimeriquement une ou plusieurs equations, c’est trouver les 
valeurs en nombres des inconnues qu’elles renferment; ce qui exige evi- 
demment que les constantes comprises dans les equaiions dont il s’agit 
soient elles-mfimes reduiles en nombres. Nous nous occuperons seulement 
ici des Equations qui renferment une inconnue, et nous commencerons par 
etablir, h. leur 6gard, les theor^mes suivants. 

TntoRtoE I. - Soit f{a-) unefonction rielle de la variable qui demeure 
continuepar rapport a cette variable entre les limites .r ~ x ■=. X. Si les 

deux quantiles /(X) sont de signes contraires, on pourra satisfaire d 

Vequation 


f{x)^0 


par une ou plusieurs valeurs reelles de x comprises entre x, et X. 
Demonstration. ~ Soit la plus petite des deux quantitf-s X. Faisons 

X — h, 

et designons par m un nombre entier quelconque sup^rieur a Funitd. Comme 

des deux quanti.ds f{x,), /(X), I’une est positive, I’autre negative, si I’on 
forme la suite 


/(•SJo), f(x. 


m 


’ f\ ^0 “ 1 ” ■ 



y\x), 


I e, dans cette suite, on compare successivement le premier terme avec 
le second, le second avec le troisieme, le troisieme avec le quatri^me, etc., 
on finira n^cessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con- 
secutifs qui seront de signes contraires. Soient 
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ti'niH'ii *1«‘ .r, tM'aiit la plus pelile des deux valeurs corres- 

ill' . Oil aura iHideinmeiU 

•*’o<'2'i< N'< X 

I'l 

X' - X, ~ — (X — 
m m 

\>aii{ dideriitiii^' .r^ el X' comtno on vienl do lo dire, on pourra de nifiiue, 
oiitro ofi donx tmiividli's valours do .r, on placer deux aulros .t\, X" qui, suh- 
•ililiioot* daii*« /(.I ), duiiuoni dos r^sultats do sigues contrairos, et qui soient 
pi it|«(os ti vorilior los (‘(mdilions 

.r,<.r,<X'--:X', 


Ell riiuliiumiit iiiinsi, uti ohliimdra : i“ une s^rio de valeurs croissanles do .r, 
savoir 

(1) ■r^, •«„ .r„ 

I” uno si’'rio il«‘ viiioiirs ddcrolssantes 

(ii . X, X'. X". .... ' . 

Ijiii, surpassiHil los promliVros do quanlit^xs rospeclivemenl ^gales aux pro- 
iluifi 

iV. t X - .r„x X { X .r„), X (X - .r„), .... 

iiiiiruul par diWror do co* proiiiti^ros valours aiissi iiou (pio Ton voudra. 
Oil iltti) oil omudiiro qtin los tormea g<iiH^raux des series (u) oi ( 3 ) coiivorgo- 
riuit vors uiio litiillo cutiimiiiio. Soil n ootlo limito. Puisquc la rmicUou /(.r) 
rovio roiiliuMo dopiiis x r- x# jiisqu’^ ./• ~ X, los leritios g 6 n 6 raux dos scries 
%uii.Hitos 

yC"®!)* y^(^s)* • • 

/(X). /(X'), /(X"). ... 

ciiuvorgoruiil vers la llmlte commune /(«); cl, comme cu s’ap- 

proolumt do coIJo limito ils rosleront toujoura do sigucs contrairos, il cal clair 
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que la quantite f{a), necessairement fini'e, ne pourra differer de z^ro. Par 
consequent on v6riflera I’^quation 

(i) f{x)—o, 

en attribuanl a la variable a; la valeur particuli^re a comprise entre .r,i et X. 
En d’autres termes, 

( 4 ) 

sera une racine de I’equalion (r). ^ 

Scolie /. — Si, apres avoir pouss6 les series (a) et (3) jusqu’aux termes 

et X<") 

(« designant un nombre entier quelconque), on prend la demi-somme de ces 
deux termes pour valeur approch^e de la racine a, I’erreur commise sera plus 
petite que leur demi-difference, savoir 


I X -.2 




Comme cette derniere expression decroit indefiniment a rnesure quo n aug- 
mente,^ il en resulte que, en calculant un nombre suflisant de termes des 

deux series, on flnira par obtenir de la racine a des valours ausai approch^es 
que Ton voudra. 

Scolie II. - S-il existe entre les limiles X plusieurs rac.inea niellos de 

equation (i), la methode prec6dente en fera connaltre une partie, et quel- 

quefois m^me les fournira toutes. Alors on trouvera pour et X'! „„ bien 

pour ^ et X'', ... plusieurs syst^mes de valeurs qui joiiiront des rm'mes 
propn6t6s. . *i« uu > 

~ constamment exoissante ou conslarn- 

inent decroissante depuis 07 m *i » 

,u’ane se„,e ,..e„ .e . 

Ies"i°mue,‘“.'x7l!; deunTnlwr" 


Sprout de m^nie signe. 


/(X) 
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Corollaire 11. - Si, dans I’dnonce du thdoreme I, on remplace la fonc- 
tion f{x) par ,, , , 

{b ddsignant une quantity constante), on obtiendra prdcisetnenl le theo- 
rfeme IV du Chapitre II (| II). Dans la m^me hypothese, en suivant la mdthode 
ci-dessus indiquee, on ddterminera numeriquement les racines de 1 equation 

( 5 ) f{x) = b 

comprises enlre Xg et X. 

Nota. — Lorsque I’dquation (i) a plusieurs raeines comprises entre Xg 
et X, en calculant les s6ries ( 2 ) et (3), on n’est pas toujours assure d’ob- 
tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s’agit. Mais on pent 
arriver in ce but en suivant une autre mdthode dont M. Legendre a fait usage 
dans le Supplement d la Tlieorie des nombres. Cette seconde mdthode se 
ddduit immddiatement deg deux thdoremes que je vais dnoncer. 

TufioaftME II. — Supposons, comme dans le theoreme /, que la fonction f(x) 
reste continue depuis x = Xgjusqu’dx = X {Xdtant superieur d Xg), et desi- 
gnons par x(^) deux fonctions auxiliaires, egalement continues dans 

I’intervalle dont il s’agit, mais de plus assujetties : 1 “ d croitre constamment 
avec X dans cet intervalle; a- d fournir pour la difference 

<?(•*) — x(-*) 

une expression variable qui, d’abord negative lorsgu’on attribue d x la 
valeur particulidre Xg, demeure toujours dgale {au signe pres) af{x). Si 

Viquation 

(1) /(^)=o 

« une ou plusieurs racines rielles comprish entre x„ et X, les valeurs de x 
r ep resent 4 es par 

XQy ^ 1 ? •*’’ 

etdeduiteslesunesdesautresparlemoyendesformules 

(7) ®(,r,)=x(^«)- 

, composeront une sirie de quantites croissantes dont le 

gera vers la plus petite de ces racines. Si, au contraire, I equation H) n a 


QCi) 
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pas de racines reelles comprises entre r rt'V i , 

.finira par surpasser X. ° ^ oeneral de la serie (Q) 

une ou plusieurs racines r'/eRel loZv^TelZTel ["'I"'''"'' ° 

gnoos par a la plus petite de ces racines f) ' t X; et desi- 

ou, ce qui revient au m 6 me, la suivante ' I’equation dont il s’agit 

?M~X(a^) = o, 
en prenant op — a-et I’nn « 

«, ei 1 on aui a en consequence 

( 8 ) 

> ‘ “ ^urpassanta;„, 1 on aura encore 

X(^)>X(^c). 

En combinant les deux derni^res formules aver la -a ^ 

savoir ® Premiere des equations ( 7 ), 

X(^o)~Cp(.T,), 

on en conclura 

9(a) >tp(sc,) 

et, par suite, 

(9) ^ 

De mime, en combinant les trois formules 

1 , second, so dddui. i„„.edi,«„en. de ,a fo™„,e „„ 
et, par suite, 

(10) . 

Cl > 

inK“e”‘r“.‘rrcire Z'^ZZZeZTr 

-i.e de ,„a„U.es croissantes; e., e„ effe., l‘a XcencT^'™”' 

' 9(a^)~~x(^) 
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1*1*1 ui sj Hnc )*,ii li> iiuihi’iso pour .f ^ on aura 

9l.r„)<x{.r„); 

lii.us // » r, i; iloiir 

111 .r,<.r,. 

Ih* jiinK, I , roiiiiirin eiilro o"# t>i <t, auciuio racine n'lelle do I’^quaiion 

9(-^) — IS^) '■ » 

in* »i* jrmuoia rfiifiTUM'Hi onlrt* Ioh limilos .r,; et par coiiHcipiout {\>air le 
liiiMiii’iiH* I, nindiatro 1) 

(i-Cr.) '/.(-r„K 9(,r,) -/(a-,) 

oWMil ilf* numililo* «!•' sigiio, ('.‘osi-ii-dire toules deiu uogalives. On 

Miira iliHir 

1*1. par aiiiio, a rauiu* d« yJJ'i) 9( 

9t.r,) < 9(x,), 

11 »i .r,<4?,: 


rlr. Iliifii* otiliii !«* qiiaulili^ 

J*li iTn . • . 

fiiiwiiriiul uiH* doiil It’ tormo giSiiftral a‘„, croiHHnnl. constatnraonl avcc « 
4»m poinitir aitriMtsaitr la racino >/, ttonvtsrgora nticcKsaircmoiil vors 

Hint Hiiiiti* I’Httli* MU iurt’Ht’ttrt* It i?t*Uo raoiiio. NoininouH / colic litnilo. CiOininc, 

••II vfitH ill’s (7), MH iU tjttel <!»“’ «. 


fin .*» ••Miirluia, «*ti fabaiil rroUrt* » inddllrtimfint, til passant aux limilos, 

Mil x<0- 


!,« •pi.ii.iiir I ^WI ilniH’ une racine do I’dqualion (t): oi, puisquo 

. , If. ,j«i.inUl« -rra plus gniiidt! que a-,, aans 6tre snpdrieuro a la raciuo «. on 




I a. 


384 


COURS D’ANALYSE. 


Admettons, en second lieu, que I’equation (i) n’ait pas de raciiu's r(-(dl(>s 
comprises entre ajo et X. On prouvera encore dans celte hypolliest^ (pn' i(‘ 
terme general de la serie (6) croit constamment avec n, du nioius tan I 
que ce terme reste inferieur a X. En effel, tant que celte condition sera reni- 
plie, la difference 

sera (ihdoreme I, corollaire I) de m6me signe que 


9i^o)—yS^o), 

c'est-k-dire negative et, par suite, on dtablira comme ci-dossns les for- 
mules (ii), (la), . . . . De plus, ne pourra converger vers uik' limite lixe t 
inferieure k X, puisque I’existence de cette limite entraiiUM-ait evideintneiil 
lAquation (i3), et par suite I’existence d’une racine rdelle (•.om()rise (uilre .r„ 
et X. Done il faudra necessairement, dans I’hypothcse admisc', (pie la valeiir 
de x„ fmisse par surpasser la limite X. 

Corollaire 1. - Les conditions auxquelles les fonctions auxiliaires 

sont assujetties dans l’6noncd clu thdorfime II peuvent tHre rernplies 
d une inlmite de manieres. Mais, parmi le nombre infini des valeurs que Ton 
peut attribuer k la fonction il importe d’en choisir une qui permefle 

e r s,„<„e ,e, Ill* 

equation de la forme 

©(a:-) — const. 

La valeur de dtant choisie, comme on vient de le dire, on ealetilera 
ans peme es d.fferents termes de la_ s6rie (6), et il suffira de (d.erelier la 

iCuatioT petite des raeines do 

j, X ’ ea 'on (i) n aura pas de racine rdelle dans rintorvallo do .r„ 


Corollaire IL - Si I’on prend 


X. 


: 0 , 


(.urn,r.„ des v.,eu,s de p,„s e„ '' ' 

^ - --oy ^ = X (X etant superiear a .r„), 


NOTE IIL 


m 


designons par 9(^), x(^) deux fonctions auxiliaires egalement continues 
dans V inter caLle dont ils'agit, mais de plus ass iijetties a crottre constant- 
merit acec x dans cel inter mile; 2 *^ d fournir pour la difference 

line expression variable gui devienne positive lorsgidon attribue d x la valeiir 
particuliere X, et deineure toujours egale, au signe pres, d f{x). Si Vequa- 
lion 


(0 


f{x)=:0 


a line oa plusieurs racines reelles comprises entre x^ et X, les valears de x 
representdes par 

05) X, X', X^ X-, ... 

et dediiites les unes des autres par le moyen des j or mules 

(,6) 9(X')=:x(^)> ?{X'') = x(X'). ®{X“')=x(X‘')> 

coniposeroat une sirie de quantiles decroissantes donl le terme general con- 
vergera vers la plus grande de ces racines. Si au contraire^ I’equation (i) 
pas de racines rielles comprises entre et X, le terme general de la sene ( 1 5 ) 
flair a par s’abaisser nu-des$ous <^e Xq, 

La d6inonstralion de ce troisi^me lh6oretne est lellemenl semblable a 
celle du second que, pour abr^ger, nous nous dispenserons de la rapporler 
ici. 

Corollaire /. — Parmi le nombre infini de valeurs qu’on pent attribuer a 
la foncUon ®(^') de mani^re & remplir les conditions exig6es, il importe d’en 
cboisir une'qui pernielte de r^soudre facilemenl les Equations (.6), c est- 
a-dire, en gdneral, toute equation de la forme 

cp(^) =: const. 

I , valcar do •(*) dlanl choisio commo on vient do le dire, on celculor,, ,an» 
i;elr,e los diltdrenls termes de 1. s6rie (i5), el il sulUra de chereher 1 . l.mne 
,crs laquelle lie conrereeol pour obleoir 1. ploa grande des racmes de equa- 
tion (I) comprises entre =r. et X. Si ces memos termes llnissent par s aba.ss ^ 
,„-desso,.s de Peqo.llon (.) n’aura pas de raoioe rOelle dans 1 mlorv. 

de Xq ^ X. 

de C. — S. U* t* HI. 
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Corollaire 11. — Si, I’equation (i) ayant cles racines positives, \ sm‘pass(' 
la plus grande racine de cette espece, les quantitds X', X", . . . rc'sleronl 
tomes superieures a cette mSme racine et en fourniront des vaiotirs de [dtis 
en plus approcliees* 

Scohe L — Si lequation (i) n’a qu’une seule racine r^elle <t (‘oniprisn 
eiilreai-o et X, les termes g6n6raux des sdries (6) et (lo), dont la proniien* 
ost croissante el la seconde decrolssanle, convergeront vers une limile coiii- 
inune egale & cette racine. Alors, si Ton prolonge ces sdrie.s jiisqd’aux t(‘iaii<*s 

et X<"), 

puis que 1 on prenne la demi-somme de ces deux termes pour vahutr tippru- 
chee de la racine a, I’erreur commise sera plus petite que 

X(»)-,r„ 


Scolie II. - Pour montrer une application des principes quo nous venous 
d’etablir, considerons en particulier I’^quation 

(>7) a:«-A,.r''--A,a.'«-=-..._A,„_,.r-.-A„, = o, 

m d4signant un nombre entier quelconque, et 

X], A2, . • A,;t 

des quantitSs positives ou nulles. Comme le premier tnombre de cette equa- 

rr 'P”"' *' =» »■ PoBillf pour de t„k gnamles vale,,,,; do .a, n o„ 
,oso e qu elle a au mo,ns one racine positive el llnie. lie plus, cello in,' 

eqnauan.nedifferanlpasdelasuivanle . ceil, iii, i„, 






dent le second membre reste invariable, tand.s quo Ic premier <lecr<,ii euu 
c amment pour des valeurs positives et croissantes de .r, n’admettra evident 

----- 

Aj, A,„_„ A„,; 


enfm. desigtions k Tordinaire une, moyenne entre 

tioil 

M(A„As, A,„_,,A„,). 


ces nombres par la iioia. 
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I hi «li* rrt)iuiiiiiii 117), i*n y faisant je-r-a, puis ayiuil I'gard k la for- 

< • < ) ill’'* 

th- ' »■ + Art, ,!« + A,„ 

i , 1 - • 4 . . . . +. ff r 1 } M(A„ A, A„,_„ A„.) 

I ft ft* 1 

-Mi V„ ....A«.„ A« 1 <A-^_^- 


1 * 1 , iwr 




A 

rt’« 

\ 4- 1 . 


< A, 


I'ar 1« rai iiii' jui!*ithn do roiiiialion (17) sera comprise ontrc les 

«• ol \ > I. I»*im Miilro cAu', comnics 011 dAsignnnl par 


K, ol A,fi'“”' 


lo |»lin> poill ol lo jrrami dos loriiins rotiferm^a dans le polyriAme 
Ajtf* ’* *0 Ai«**’ *-4- . . . "t* Am-l^ •+■ A,n, 

Ol par #1 . m l« ilo eon* q»i different do zAro, oti aura Avidemmetil 


ol, |tir aitiio. 


««> wArW*”'. 
«*< « A^n"”* 

■ t 

rt > (/I ArT. 

1 

«< («A,)'. 


il ml olalo quo la raoiiio « wra oompHso imtro In plus petit el lo plu-; grand 

i|i>» iinMilifo* 

$ 2 

,,l,i «A„' («Ai)*, ..M 

puiwiuo. on vorlu .In l».A«rAti.« I (corollalro I), lo premier membre .ie 
M7l r.*st.*ra iiAgsllf dop«l* * = « 

, „ 4r~”«, il on resiiUe .ju'on poum cholair om-.nre imur hmile 

,„|o,ir.,ro do h rndm n lo phw '»«« eutiers .pii remkmt nega- 

iitr 

r.»-i .A.x-— -A,.*?"-’ — . — 
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et pour limite superieure le plus petit de ceux qui la rendent posiliv<'. Soion! 
mainlenant 

a?o, X 

les deux limites inferieure et supdrieure calculdes d’apres I’litK' (l(is roich's 
que nous venons d’indiquer. Si Ton fail, en outre, 

( 21 ) + 1 V,,,, 

les iheoremes 11 et III seront applicables k reqiiation (17); et (‘.ornnus elatis 
cette hypothese, chacune des Equations (7) ou (16) sc tronvera rc(hiii<‘ a la 
forme 

const. y 

il deviendra facile de calculer les quantiles comprises dans les (hnix series 
X, X', X'', X"', 

’^if ^2 j .^^ 3 , . . . , 

dontles termes g^neraux seront les valeurs approcliees on i)liis (d (>ii nioitis 
de la racine a. 

Scolie III. — Considdrons encore I’dquation 
(22) + + + 

m desig’nant toujoiirs un nombre entier, et 

Al, A2, A/,i_j, Ay/i 

des quantitds positives ou nulles, dont la plus grande soil dgale & A. En pm- 

nant i pour inconnue, on pourra presenter cette equation sous la forme sni- 
vanie 


- A 


A„,_, A„._, /i\m-2 


2 

A /w \oc 


' A| r 

iA tX* 


r~ = 

fn 


mL7LT‘'“‘i ^ i “‘-- (»■« ) 

admet une senle racme positi.e inKrieui-e au quotienl 


A 

A », 


( 24 ) 
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et que celte racine est comprise, non seulenienl entre la plus petite et la plus 
grande des quantiles 

A.. / A,. / A.. /A,.\^ /A. 


(9.5) 


riAn 


nk. 


\nk„ 


Am 
n Ai 


^ni \ 

n I 


1 
\ M 


n^m repr6sentant le nombre des termes variables renfermes dans le pre- 
mier membre de I’dquation (22), mais aussi enlre le plus grand des nombres 
enliers qui rendent negative I’expression 


(26) 


X‘ 


* -+- A, 4- A, + . . . A „ 


et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Apr^s avoir fixe, d’apres ces 
remarques, deux limites en plus et en moins de la racine en question, il 
suffira, pour en approcher daVantage, d’appliquer les thdoremes II et III a 

I’dquation (28), en y regardant ^ comme I’inconnue qu’il s’agit de deter- 
miner. 

Scolie IV. — Si I’dquation (1) avail deux racines reelles comprises enlre 
et X, mais extr6mement rappr.och6es I’u-ne de I’autre, les termes g4n6raux 
des sdries (6) et (i5) parallraienl au premier abord converger vers la meme 
limite, et I’on pourrait prolonger longtemps les deux series avant de s’aperce- 
voir de la difference entrfe les limites vers lesquelles ils convergent effeclive- 
ment. La m6me remarque est applicable aux s6ries (2) et (3). Par con se- 
. quent les meihodes de resolution fondees uniquement sur le theoreme I ou 
bien sur les theoremes 11 et III ne sont pas propres a faire connaitre, dans 
tous les cas, le nombre des racines rdelles d’une equation numenque; mais 
elles fourniront toujours des valeurs aussi approchees que I’on voudra de 
toute racine reelle qui se trouvera seule comprise entre deux limites don- 

n66s. ' X 

Dans le cas parliculier oil Equation numCrique que I’on consitlire a pour 

premier membre une fonclion rCelle et enliSre de la variable on peu 
.out i la foia, alnsi que M. Lagrange I'a tail voir, ddterminer le nombre des 
racines rdelles et calcoler leors valeors approchees. Pour attemdre facile, 
mem ce but, 11 convient de reduire d’abord Pequation proposCe a n avoir que 
des racines indgales, en opdrant comme il suit. 

Soil 

(,,) r(a:) = o 

Vdquation donnee. Ddsignons par », 6, c, . . . see diverses racines r6elles ou 
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imaginaires, et par m le degre de son premier membre, dans hujiud nnri> 
supposerons le coefficient de la pins haute puissance de x rdduit a ruuil<‘. 
Enfin, soient le nonibre des racines egales a a, m'^ le nombre dcs I'acint^s 
egales k b, m”' le nombre des racines egales a c, On aura 

(28) m! m" -1- m'" -h . . . nr /n 
et 

(29) F(^) — {x — {x {x — . . . 

# 

On en conclura, en designant par ^ nne nouvelle variable, 

-F(Sr = (' + J^) •••• 

Si maintenant on fait 

(3') F(a; + 3) = F(^) +5F,(.r)-r 5VFs(.r) -1-. . 

et que Ton developpe les expressions 


X — b 


suivant les puissances ascendanles de 5, I’equation (3o) devierulra 


fl + 


I r’2(’3?) 


c) ^ 


F(.r) 

4 - • - . 

w' 


'r 

Ti -1- 

X — 

a 

->» . . . 


/ m' 


m" 

-4_ 



a 

X — 

~ — 1- 

b X — c 


s+... . 




puis, en egalant de part el d’autre les coefficienls de la nre 
de z, on trouvera 

^^(■^) _ m' to" 

F(a-) a.'-a’^SrrA + rzrr 


premiere puissance* 


00-a ■ 

= . . -I- m\x _ . .. A, . . . 

{cc~a){x — b){x~v)...'' ' ■ 

bdreVvidtZemTrS^^^^^ 71 TT 

rreauctible, il erj r(5sulte nn’il siimi do. 


du*il suffll de divisor ic [»n*- 
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:!!)t 


KM.'i I'tr) (' 47) par le plus grand conitnuti divisour 

ijr» i|i»ns, E,(.i ) pour ramener cette 6quation la suivanK' 


n i. 


;.r — rt)(.i* — — f).,.= o, 


•pii 11 .t jdiis uiti' ill's rafim's iiii'giilos. 

Sun-* m* uons arri'n'roiiH pita It fairo voir conimonl on poiirrait ddduirc dcs 
nn im*'* pciuript's divwt*** «>«piulioiis doiil les racines, Itmles iu^gales cntiv 
idlrs, sfraiont rijuivaiinili'H, iiintftl aux racines simples, lanlAt aux racines 
ilimidi's, l.Mur*t jtux caciiios Irlples, etc. do la proposdo. Nous ajouterons sen- 
lenient ici c|iteliiites ri*ti!ari|no» relativos aii cas 01*1 I’on suppose imnn'uliali'- 
iiiriii tiniii'n les ntciiii's do rt’Hpuiiion (■17) in^gales enlrc dies. Ohacun des 
m‘, #m', m*. ... »« reilttUnul alors a I’uniUS on lire la forimile ( 3 'i) 

fV,i E,(i) (r l>){.e \ l.r u)(.t - r). ..+- (.c -«)(■'*- /d •••'••• ' 

el, par miite, 

I Eiirt) - (« — /Oi" — C) • . 

I E,(/0 

I E,{f) =(<; — «)(<• — b)..., 

m i 01 Is 

I. 1 IU E ,(/0 Eilr)... = (-!)'”•’ \a-b)*ia-cY...{b-cy.... 

iHii*}. ilaii* l 1 i)p«ltnHe adiiii*«*. le produil des carros des differences eulre 
le* radtH*»il«' riS«jnatli»ii (17) *«ra ^i|«lvalent, abstraction faite dii signe, an 



ri par eniiw»piwiit »t» dernier terme do r^tjuatlon on 3 que fournit 1 tdiniina- 
tinii T eiilrt* leu detlx stiivantw 


tr») 


I :»:J 




,le %.»r!e q.ie, en iippdmit H la valour numiiriqtie do co dornit'f term 


(', on 


.nna 

lisi 


(,i ^ b\Htt •^fY...(b~-p] 


:±n. 


la ndme l,%polb.H.s lo* valeurs do F,(«). F,(/0, •• • l^'-' 

imm.,!,*. .iVt.tiit iamaH imUe», I’on i'®*’ « 

re.pialnm Ct7), it ^aWra d'aUribuor au nombrese des valours Ires poUlos pour 
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que les deux quantiles 

F (ci cc) zzz j ^ (2) -|- L 2 ( ^ ) “i” • ■ • » 

F(a-fl!)=-«F,(a) -^-a^F2(a) — . . . 

soient de signes contraires. De plus, si Ton represente par .-Vo, X deux liaiites 
inferieure et superieure entre lesquelles la seule racine r^clle n se tr(»u\e 
comprise, en vertiFdu th^oreme I (corollaire I), F(X) sera do 1111^1110 signe 
que F(ffl+a), F(ar(,) de meme signe que F(a — ct), et par suit(‘ les deux 
quantiles 

E(^o), F(X) ■ 

seront de signes contraires. 

Lorsque 1 Equation (27) n’a pas de racines 6gales, ou qu’elle a elii ddbar- 
rassee de cedes qu’elle pouvait avoir, il devient facile de delerininor pour 
cette equation, non seulemenl deux limiles entre lesquelles toutes le.s raciues 
reelles se trouvent renfermees, mais encore une suite de quantites tpii, ju-ise.s 
deux k deux, servent de limites respeclives aux difl'drentes raciiH^s de c<‘lle 
espece, et enfin les valeurs aussi approchdes que I’on voudra de c(ss indiiuvs 
racines. C’est ce que nous allons dtablir, en rdsolvanl run apnNs I’aulre l(‘.s 
Irois probl^mes suivants. 

ProblSme I. - Determiner deux limites entre lesquelles toutes les racines 
reelles de Inequation 

(■■*7) F(^).--o 

se trouvent renfermees. 

Solution. F(^) dtant par hypothese un polyndrne reel, du degre m par 

rapport a a:, et dans lequel la plus haute puissance de .r a pour cocriicieni 

unite, SI I’on designe les coefficients successifs des puissances inferieures 
par 

«i. n'2, a,„, 

et les valeurs numeriques de ces mdmes coefficients par 
Ai, A,, A„,, 

on aura ideniiquement 

i 


- x'n + a, x'n 1 4 - + . . . ^ 

= x-± A.a.»-.±A2a.'i-^zt. . .± A,„. 


(^ 9 ) 
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Soit maintenant k im nombre superleur a la racine positive unique deTequa- 
lion (17) (tlidor^me III, scolie II). Le polynome (20) sera positif toutes les 
fois qii’on siipposera cc%k. Par suite, il suffira d’attnbuer a x une valeur nu- 
m^rique plus grande que le nombre k, pour que la somme des valeurs nume- 
riques des terrnes 

A.J • • •> ^in 

devienne infdrieure k la valeur num6rique de x”^. II en resulte que le premier 
raembre de I’dquation (27) ne pourra jamais s’evanouir, tant que la valeur de 
X sera situ6e hors des limiles 

-/r, +A^ 

Done toutes les racines positives ou ndgaiives de Tequation (27) seront com- 
prises enlre ces m^mes limiles. 

ScoUe L — Le nombre k ^tant assujetti k la seule condition de surpasser 
la racine positive de l’6quaUon (17), on peutle supposer 6gal soil a la plus 
grande des expressions (19), soil au plus petit des nombres entiers qui, sub- 
stitu6s il la place de x dans le polynbme (20), donnent un r^sultat positif. 

Scolie IL — On peut ais6ment s’assurer que le nombre k, d6termin§ 
comme on vient de le dire, est sup6rieur, non seulement aux valeurs nume- 
riques des racines r^elles de I’equation (27), mais encore aux modules de 
toutes les racines imaginaires. En effet, soit 

a; = /■( cos t sin r ) 

une semblable racine. On aura en m6me temps les deux equations r§elles 
( cosm^ di Ai cos(m — i)^ 

} ±A,r"‘-’cos(m — 2)^±...±A,„_l^cos^±A,„ = o, 

( r'" sin ± Ai sin (ni i)t 

(40 j +^^^,„_.sin(;„_2)<±...±A„_,rsin« =0; 

et, en ajoutant la premiere Equation multipliee par cos»^^ a la seconde mul- 
tipli6e par sin/nr, on en conclura 

l /'"‘i cosf 

I ±A 5 r'”-’“cos 2 «±...±A«-ircos( 7 n-r)«±A,„cosmf = o. 

Or il est Clair qu’on ne saurait satisfaire a cette derniere Equation en suppo- 

OEuvresdeC. — S.II, t. III. 
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sant /■> A-, puisque dans cette hypothSse la valeur numdriqae do /•"' surpasso 
la somme des valeurs numeriques des termes 


Air" 


A2 


A,, 


et h plus forte raison la somme cles valeurs numeriques que ces monies (ermos 
acquierent lorsqu’on les multiplie par des cosinus. 

Scolie III, — En comparant avec le polyn6me (26) les iircmic^rs nunnl)r(‘s 
des Equations (27) et ( 4 o), on prouverait faciJement que, si I’on designe par 
g un nombre inferieur a la racine positive unique de rdqualion (22), i' sera 
une limite inferieure, non seulement aux valeurs numdriques de teulf's les 
racines reelles de I’equation (27), mais encore aux modules de loutes I<!s 
racines imagmaires. Cest ce qui arrivera, par exemple, si I’on proud pour g- 
la plus petite des expressions (20), ou le plus grand des nonibres onliersqui, 
substitues k la place de a? dans le polynfime (26), clonnent un rdsultat ndgalir. 
Le nombre g dtant determine comme on vient de le dire, toutes les racines 
positives de I’dquation (27) se trouveront comprises enlre les liniiles 

k, 

et les racines negatives de la meme dquation entre les limites 

~k, — g. 

/F - Lorsqu-on se propose seulement d’obtenir une lirnile in«- 
•eure a a plus petite des racines positives ou superieure i\ la plus grande, on 

P^u quelquefois y parvenir en s’appuyant sur le corollaire du tlieoreirio \ VIF 

'.‘s:: ::;r: 

( 4^ ) ( Ai -f- . . ^ 

( -h .A . A A 

-1- • . . + A,„_J X -h A,;i z=: K-s .r 

Bcci>- 

la moyenne geometrique entre ces term^c n i - • 

trique entre leurs coefficients Fn ’ 1 ^ esignant la moyenru' geoine- 

(No.en)..o»te„.e ■*“ ^' .1 

et positive de ^ propre ^ verifier I’equalion pro- 
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posee, ou, ce qui revieiit au m^ncie, a lui servir de racine, satisfera necessai- 
rement k la condition 

et, par cons6quent, k Tune des deux suivantes 


( 44 ) 

W> 

( 45 ) 





m— {X 




savoir, a la premiere, si m — s surpasse [jl, el a la seconde, dans le cas con- 
traire. II est bon d’observer qiie, si le nombre s s’evanouit, A^.- se reduira au 
coefficient de c’est-k-dire k Funite. 


Scoiie K — II est encore facile d’obtenir deux limites, Tune inferieure, 
I’autre sup^rieure aux racines positives de T^quation (27), par la methode 
que je vais indiquer. On observera d'abord que toute Equation dont le pre- 
mier mernbre n’olfre qu’une variation de signe, c’est-a-dire toute Equation 
qui se pr6sente sous la forme 




on sous la suivante 

_ Ao — Ai — ... - 4 - -H A«4-I -f- . . . = O, 

Ao, Ai, A«, An+i, d^signant des nombres quelconques, n’admet 
qu’une racine positive, 6videmment egale k la seule valeur positive de a; 
pour laquelle la fraction 

qui croit sans cesse depuis ^ = o jusqu’k ^ = oc, puisse se rdduire a I’unite. 
Par consequent le premier mernbre d’une semblable equation aura le meme 
signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de ^ 
sera superieure k la racine dont 11 s’agit, ou comprise entre zero et cette 
meme racine. Cela pose, concevons que, dans le polyn6me (Sg), A.aj* soil 
le premier terme ndgatif apres x”', + A,,a;“ le premier terme positif apies 
— ksx% le premier terme ndgatif apres A„a;“, le premier 
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terme positifapr^s —k,x\ en sorte que I’eqaation (27) devieniie 
- 4 - Ai -f- . . . 

— . -h A^, 4- A,,h_i 4- . . . 

— A ^^, . 4- A^x^-^ 4 - A;^^i 4- ... 4= A,;, = 0 . 

Oil coaclura des remarques prdcedenles, que toute valeur positive de ^ propre 
a verifier 1 equation (27) doit ^tre : inferieure a la plus grande des racines 
positives des dqiialions 

x'’^ 4 - Ai^'«-1 4- ... — AsX'>^-^ — A^^-l --...mo,' 

-h. . . — — . . . = 0, 


2® superieure h la plus petite de' ces memes racines, lorsque A,n est pr6c^de 
du signe , et, dans le cas contraire, it la plus petite des racines positives 
des Equations de la forme 

~ >_ . . . 4» A„ 4- A,,h.i 4- . . . = 0, 

— A, . . +. O, 


Quelquefois les deux conditions qu on vient d’^noncer s’excluent mutuelle- 
ment, et alors on pent affirmer que rdquation (27) n’a pas de racines posi- 
tives. 

Probl^me II. Trouper le tiombre des racines reelles de V Equation (27), 
apec line suite de quantites qui, prises deux a deuxj serpent de limites a 
ces mimes racines. 

Solution. Nous supposerons Tequation (27) reduite a n’avoir que des 
racines inegales. Alors, si Ton ddsigne par k (uo/rle probleme prdcddent) une 
liinite sup6rieure aux valours num^riques de toutes les racines reelles, par h 
un nombre moindre qiie la plus petite difference entre ces racines, enfin par 
A'l, /f/j d'autresnombres tellement choisis que, dans la suite 

(46) — /f, — /cj, — kny o, A*,,, A4, k, 

la difference entre un terme et celui qui le precede soil toujours une quantite 
positive egale ou inferieure a h, il est clair que deux termes consdcutifs de la 
suite (46) ne comprendront jamais entre eux plus d’une racine reelle. D’ail- 
leurs, loisqu on substitue k la place de x dans le polyndme F (x) deux quan- 
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lites entre lesquelles une seule racine reelle au plus se trouve renfermee, les 
resuUats obtenus sent cle m^me signe ou de signes contraires; pourparler 
autrement, la comparaison de ces deux I'esultats offre une permanence de 
signe, ou une variation de signe, suivant qu’il n’existe pas de racine reelle, 
ou qu’il en existe une entre les deux quantites dont il s’agit. Par consequent, 
si Ton prend les termes de la suite ( 46 ) pour des valeurs successives de la 
variable Xy et que Ton forme la suite des valeurs correspondantes du poly- 
n6me F(^), cette nouvelle suite offrira precisement aulant de variations de 
signe que Tequation (27) a de racines reelles, et chacune de ces racines sera 
comprise entre deux valeurs cons6cutives de x qui, substitutes dans F(^), 
donnent des rtsultats de signes contraires. Ainsi toute la difficulte consiste h 
trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la ma- 
nitre suivanle. 

Dtsignons par H la valeur numerique du dernier terme de Tequation en 0 
quo fournit rtlimination de x entre les formules (37). Le nombre H, ainsi 
qu’on I’a dtjix remarqut, sera Equivalent (abstraction faite du signe) au pro- 
duit des carrts des differences entre les racines reelles ou imaginaires de 
I’tquation (27). Par suite sera Equivalent au produit des modules de ces 
diffErences (le module de chaque difference rEelle n'etant autre chose que sa 
valeur numErique)* Cela posE, soient h deux racines distinctes de 1 Equa- 
tion (27). Si ces deux racines sont rEelles, chacune d’elles ayant alors une va- 
leur numErique infErieure k ky la valeur numErique de leur diffErence, e’est- 
k-dire la diffErence ou la somme de leurs valeurs numEriques, ne surpassera 
jamais 2 A:. Si, au contraire, chacune de ces racines ou Tune d’elles seulement 
devient imaginaire, on pourra, en dEsignant par leurs modules, et par 
t^y deux arcs rEels, supposer 

a = 7*i(cos^H-\/^ sin^i), 

6=:ir2(cosfg-}-v/^ sin^a), 

et roil en deduira 

— cos sin sin i , 

• ' JL' 

mod. (a -b) = [(/'i cosfi - / ^ cos^,)=+ siai,- r.sinfO*]* 

* = ^2COS(f, — ^2) + ^•|r<(^? + Ii\r, + r\)-. 

mod. {a — ^) < /’i-H 


mod. (a — ^) <.‘^ki 


0 


On aura done 
et, par suite, 

( 47 ) 


398 


COUIIS D’ANALYSE. 


pourvu que le nombre k ait ete choisi, comme dans le premier probldtiit\ 
de maniere a surpasser, non seulement les valeurs numdriques de loules les 
racines reelles, mais encore les modules de toutes les raciaes imaginaires. 
On prouvera de m^me que chacune des differences 


a — c. 


•e, 


a pour module un nombre inferieur ^ et Ton en conclura que, si, apres 
avoir forme tous les modules de cette esp^ce ea nombre (figal h 

on met de c6te Tun d’enLre eux, par exemple le module de la dllTdretiCi' 
a — 5, le produit de tous les autres sera un nombre inferieur li rexpressiun 


(2^) “ . 

Done, si Ton multiplie cette expression par le module de la diirdrence a — h, 
on trouvera un r6sultat plus grand que le produil des modules de toutes les 

differences, e’est-a-dire un r6sultat plus grand que En d’autres termes, 
on aura 

X mod. (« — b) >H“ 


(2A-) 2 

ou, ce qui revient au m6me, 
(48) mod. (a 


b)> 


id 


( 2 ^:)" 




Lorsque les racines a et 6 sont reelles, le module de la difference a — b m 
reduit a sa valeur numedque. Par consequent on obtiendra un nombre h in- 
ferieur a la plus petite difference entre les racines reelles do [’equation (27 ), 
si Ton pose 


(49) 


/i = 


1 

IP 


{ 2 k) 


m ( m — 1 ) 


Scohe I. - II serait facile de prouver que, si chacun des nombres A„ 
- 2, ..., A,„ (probieme I) est enlier, le nombre H le sera egalornent. Par 
suite, dans cette hypothese, le nombre H, qui ne pent s’evanouir tanl iiue les 
c nes e 1 equation (27) restent inegales entre elles, aura uno valeur df^alc 
ou superieure ^ I’unite. Celapose, la formule (48) donnora 


(5o) 


mod. {a~b)> 


{ 2 k) 
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et Ton en conclura que, pour oblenir im nombre A inferieur a la plus petite 
difference entre les racines, il suffit de prendre 


(2/c) 

Scolle IL — Soit 

(52 ) Z =: O 

r^qualion en s qiie fournit I’^liminalion de a) entre les forttiules (37), Si, 
par la methode ci-dessus indiquee (probleme I, scolie 111)^ on d6ternaine 
line limite G inferieure aux modules de toutes les racines rdelles ou imagi- 
naires de rdqiiation (52), on aura, en designant toujours par b, c, . .. les 
racines de I’^qualion (27), 

mod.Fi(a)>G, 

ou, ce qui revient au m^me {voir les equations (35)], 


On en conclura 


et, par suite, 
(33) 


mod. (a — Z>) (a — c) . . .> Gi 


mod. {a — b)'> 


G 

mod. {a — 6) , 


mod. (a — 6) > 


(i 


puisque les diffetences 


a — b, i 


qui renferment la raciue a combinee successivemeiil avec toutes les autres, 
sorit au nombre de m — i, ou, si Ton met de cot6 la diffdrence a 6, au 
nombre de m — i. Cela posd, il est clair que le nombre h satisfera encore 
aux conditions requises, si Ton prend 


(54) 


A- 


G 

(2 A )"*-=’ 


Scolie ///. -“ Apr6s avoir d6lermin§ h par Tune des m6thodes precedentes, 
on pourra choisir pour la suite des nombres 

A,, Aj, •••> A'rt 


une progression arithmetique ddcroissante dont la difference soit 6gale ou 
inferieure k A, en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui 
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restent compris entre les limites o, A:..De plus, si Ton designe par g {voir le 
probl^me I, scolie III) une limite inf^rieure aux valeurs num6riques de 
toutes les racines reelles de I’equation (27), on pourra evidemment datis la 
suite (46) supprimer tons les termes positifs ou n^gatifs dont les valeurs 
numeriques sont plus petites que g, en ecrivant a la place les deux seuls 
termes 


La suite ( 4 o) etant modifiee comme on vienl de le dire, on substituera suc- 
cessivement dans le polynome F(a:) : les termes negatifs de ceite suite 
depuis —k jusqu’a —g; 2° Jes termes positifs depuis -t-^jusqu’a -h/c; el, 
toutes les fois que deux termes consecutifs de la premiere ou de la seconde 
esp^ce fourniront des resultats de signes contraires, on sera certain qu’une 
racine reelle, negative dans le premier cas, positive dans le second, est ren- 
ferm6e entre ces deux termes. 


Scolie IV. — Lorsque, par un moyen quelconque, on a determine, pour 
I’equation (27), une valeur approch^e en plus ou en moins de la racine 
reelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la m^me racine 
une valeur approcbee en sens contraire, et fixer deux limites, Tune plus 
grande que les racines r6elles inferieures k a, Tautre plus petite que les 
racines reelles superieures, en s’appuyant sur la proposition que je vais 
enoneer. 


Representons a V ordinaire par 


soient assez petiteSj abstraction, faite des signes^ pour que, dans le polyndme 


la valeur numerique du premier ter me surpasse la somme des valeurs 
riques de tous les autres, Enfin designons par G un nombre inferieur d 


NOTE m. 


m 

i . i,-r% tir i,t prirmu'^tf valfitr numiriqne mr la somme donl H s'uf'U. On sera 
, . » unti I ■ tjur Ut rm inr n^etlif a se trauve seute comprise enlre les limilcs 

,<• tfuc la tit ffrt face tt — it nil b — n entre la racine a et une noitvelh raeine 
I'rrltr h Hc pent tturpmscr 


111 iirtijMMllkiii prtkiklanlei nous ohsorveronB (raliord qiH'‘ 
lUm iiiliiibr l«* iiiitynkmi* f,ki) iHant do in^mo sigiio (lue boo pro- 

iiiiiir till |i«iirfa oti diro luiliiiil a fortiori doH doux polyiidmos 


' *' ' f Fi(;) *1“ ( *1 I'iCl) 't- ^ f\(D » 

i|ii*iiii tilitloiil oii tlrvol«|'ipiiiil toi fraolioiii 

F(|*4- aac) 
m * » 

•iili’ftiil li*i jiiilwiiifoi aiooiHlutitOB d^ ac, ©t iyiol l^gard li 1 tkiualion (oo), I ai 

i»*rmtw dt*« deux poIyuftmeK 6 tant do Hignos oonlraires, il 
1*11 do »lo* fltHix fw.Uonu ot do lours uunifiratems 

F(| — 9«). F(5-+-aa). 

II > aura iloiic »« nwln* uiie racino r^»ello do I’^quatlon (27) ®fdro les liimlos 


I’— 

J aji.111.* .iii’il ri-y 011 «ur« qu’uiie! ol, eu effel. » v«i'' <I>hs si 

Mr.ir. riirifioH r.Hdlo» Hulmil tmUrmfam entre cos liniiles, on d^siguant par 
.1 i-i b deux MUiildaldos raeiiioi prises k 1« suite I’uee ^ “onve tai 

piHir les kiiletirs ties expressions 

k\(b)~{b-c){b-a)... 

deu* iii«iim#s d« sigiies coiiirairet. Par consequent f^quaiion 


i'aii 

S* M'« Ml* 




I 


4Q2 COURS D’xVNALYSE. 

aurait une racine reelle comprise enlre a et b, laquellc sorait do la forme 

la quantile 5 etaiit renfermee entre les limites — a a, +2 a. Or c’csl 00 tin’oii 
ne pent adraettre; car, si Ton remplace dans la formule ( 3 i) 5 par ,r -! a, el 

que Ton developpe le premier membre de ccUe formule aiusi modi(ido sui- 
vant les puissances ascendantes de 7, on en tirera 

F(a? + a) + 7 Fi (xc -I- a ) -1- . . . 

— F(a^) + (7-f--)Fi(a;)-+-(7+ + 

puis, en egalant de part et d’autre les coeflicieuls do la premiitre puissamu* 
de 7, 

(60) Fi (a- + a) = F, (a?) -H 2 a Fj (a;) 4- 3 F 3 (.r ) • l- 4 a“ F* ( .e j ! • 

Par suite, le developpement de 
{61) Fi(^ + a) 

deviendra 

{62) F, (0 + 2a F3(?) + 3 a^ F3(^) -t- 4 F ,(0 + . . . ; 

et, comme dans le polyn6me ( 56 ) la valeur numerique du preniior l(‘rmo sur- 
passe la somme des valeurs num6riques de tons les autros, il en sera de mdme 
a fortiori An polynome (62), lant que la valour numdrique de a sera siippos^e 
inferieure a cede de 2«. II en resulte quo, dans cette liypolh^se, Fexpres- 
sion (61) ne saurait s’evanouir. Done l’6quation (69) n’a pas de rucines rfudloK 
comprises entre les limites $~2a, ^-72a; et reqiialion {27) n’en n qu’iine 
entre ces limites. La racine dont il s’agil est m'icessairement oolU' (|ui s'ap- 
proche le plus de la quantite et que nous avons designee par n. D'aiiln* 
part, comme la fraction 

a 

equivalente au second des deux polynbinns ( 38 ), est de mdino signe ipie le 
premier terme de ce poljmome, savoir 



on doit en conclure que 


F(^) et F(^4-2«) 



MOTE llh m 

'.Mill tlrn\ «li* liigiies corilralres, ol qiie la racine a se trovive rcn- 

? + 3«. 

« hi.iHt .1 1« tic In itroposlUon cl-dcssus ciioncde, die esl mitt 

tlii H, [Hiisquo la qtiaiililcHl resl(M'‘a evideiu- 

iiiriii iiiiViiiHins {ibntnirlHHi riiilii dii iilgius an polyndme (62), c’esl-a-dire 
till ii«^ |*|(; tmii quo la valour num^rique de s iie sur- 

|i»i%%orii |iii# oidio ilo ol fiiir oori!^#quout Iriferieure h la quantity Fi{rO 
driliiil «li* I'V; '' 5), 00 pot^aiil 


^ ft ' 4 * 

ii %iili i|'iiiiloiir«i «io rotio tiooundo piirlio quo los raoirios roolles plus gi’andos 

tjiio II ’itifil lfsiilo% Mi|ituioiiroH ii la liuiilo 



i»l lo* firliioi ri^olloii jiliiii {iiHiloi quo a luf^rioures I la limil.o 


liii'i 




111. - Ttmiv 0 r len mkurs atrni approcMes que Von voiidra ties 

I'liri’iiri f/o ( 27 )* 

Smittlmth llii rtiiiiiitoiioorit fiiir cWlorminor, & Taide du probhVme pr(k!e- 

.||*I1|. ilcn\ iinutcu. I'liiic cn |i!u8 «l rttutrts en rnoiris, de cliaque racine reclle 
Cl nil intrlicHlier (|ue la racine « soil de celte espece, el 

par X li‘s iloiiK UmiUH iiiWrieiire el siii>6riem‘0 ii celle rucmc. 
liil tiM riiniH' deii% dilfereiiles, In iiroink’iro avoc los tonnes posilifs 

■111 in mwoiirle avec les lermos nlignlifs [iris en signe con- 

ii ntti-, cidle tjiii M‘r.i la |*l«» pdito pmir x=sxo deviendra la plus grande pour 
« \. Hiiitesciilt*^ celU* smiimn par <f(x) ol Taulro par x(x). Les deux 

(Hii.iiim.* eiiliPrr# ?(x). j«H'ro»l ‘i«H propridl^s 6nonc6es duns les ih^o- 
leiiie* II el III; el, par siiifo, si la fonclion osl telle qu’on puisse (acile- 
re^iitnlri* les djtinlmns do la forme 

f(j;) 1 = const., 

1,., fiMitKile* (7) »‘i (i«) fourniroiu ImmMlaiement des valeurs de plus eu 
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1 ,pp,.ol..es a. 1. racue .. C-es. ce ,ui a-rive,, paa a.ompie, lea 

Ms <l«e la tonclioa 9(*) se pr6senlcra sous la foe.uc 

B(^ -+■ 

„ c D elao. uois nombecs eoliees q„elco„,ucs, « u .... ..c.b.- 
’ rtur J m- puisqu’.lors on obtiondra les lormes aueaess.ls .lea s.'^ 

:« pis dl la Muse ,ae ..ous .boons d'i..di„oe.-. on po.„-.-a rae.Ueuu..,, I , 
ramener, en ajontant an. deox mcnbres dc r..q..al.o.. 

9(ic) = x(--*) 

nnivnome eoUerJaC^) dont lous les Lenncs soient, posiUCs. En offel, il esl 
12 que les valeu.-s de 9(.^) et de -•»>- 

blable polyabme, conserveront loujours les ,n6.„es pro|.r..d.'s. ".. p.'...-... 

rests, attribuer an pnljubme tW ."M •'<= 

sons, par exemple, 


(iiitcs. Suppo- 

o(a;)=.rM- 3 ,r 2 ~l- 8 . 

La valeur de q.(.r), modifiee par I'addiUou du polyru'.nie deviondra 


si Ton suppose 
ou bien 
si Ton suppose 


{x + 1)^+ 7> 

= 3.r, 

(a: 4- 2 )“, 

b};(a:) = 3a!® -h i2.r ; 


etc. II est bon de remarquer ce. sujet : i" (lu’on pent toiijotirs cUoifttr tt 
fonction entiere i)!(ap) de maniere Ji obleiiir I’liiiite pom' lo mmilm* H; 2” tjiM*. 
dans beaucoup de cas, I’un des nombres C, 1) so Irouvuii-a ivdml a 
Apres avoir determine par la m6thode prec.ede.nle les rai-iiies reeiU‘> in 
positives del’equation (27), il suffira dvidoinmcot pour ol.teuir ses i.iruo- 

negatives de cbercher par la in6me mdlhode les racines posiiives de re.jm.- 

lion 


(63) 


F(-.i;)=-o. 


5co/(e. — Outre la mdthode d’approximatiori qui' nou.s venous iriuOiape 
il en existe plusieurs autres, parrai lesquelles on doit remarqtier eelie st 
Newton. Elle sunoose aue Ton connait ddi^ une vale ....i.r... . 
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raciiie qiie Ton cherche, et consiste k pi’endre pour correclion de cette valeur 
la qiiantite a determinde par Tequalion 


(55) 




F(E) 

F.(D‘ 


TolUefois, celte deniiere mdlhode ix’etant pas toujours applicable, il imporie 
d’examiner dans quels cas on peut Temployer. Nous allons etablir a ce sujet 
les propositions suivanies : 


TiitiiORfeME IV. — Siipposons qae, a dedgnant Viine quelconque des racines 
reelles positives on negatives de V equation (27), et | une valeur approchie de 
cette racinej on determine a par le moyen de V equation (55). Si a est assez 
petit j abstraction fade dll signe^ pour que dans le polyndme (56) la valeur 
niimdrique du premier terme siirpasse la soinme des valeurs numeriqiies de 
tons les autres, alorSj des deuce quantites 




la seconde sera plus approcMe de a que la premiere. 

Demonstration. — Nous avons dejk vu (problenie II, scolie IV) que, dans 
riiypothese admise, la racine a se trouve seule renfennee entre les limites 

I 4- 2 a. 

Oela pos 6 , si Ton preiid 


(66) a=:^4-5, 

= sera une quantity comprise entre les limites o, aoi, et propre a verifier 


rdqualion 


F(^4^5)==0 


oLi, ce qui 

( 67 ) 


revient ku mSme, la suivante t 

F(^)+5F,(0+s'F2(0+-- 


0 - 


Si maintenant on fait, pour plus de commodity, 

m 

Fi(D + ‘sF3(0+ 

(68) q= — fTU) 

et que I’on ait dgard k la formule (55), I’equation ( 67 ) deviendra 


MS 

On aura, par suite, 
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(70) 


Z—1+ + T- 


.nt an lieu <1e £ pour valcur approclu'o tie u. 

(i’ou il resLiIte que,en pren valeur niimerique dc^ -1 nuiis k 

— 

mier terme F,(D. deux po]yn6mes 


( Fi(0 -H ^(aa) FalO 

I Fi(^) — 2{2a) F2(0 


: (r - f\C(./f ) El (;). 

; (l -1- fiXr/) El (“i 


» •'lA./’AMiii ('viire uue la vah'iir iiiitiu'” 

iouironl evidemnient de la m6me propnete, c(. (p. ( 

At . fortiori cello de a=, resleul iulerunirc^s a i- Ou in. luu- 
rique de aa^, ■ f numoridue do osl iiircriin.re a rtdii* 

dura imni6diatement que la valeui numciKiu. / 

de ^5. Ainsi des deux erreurs que Ton counuet cn. pi< uau 

I cl i 

p,„r v.,c„r, .pF«cl.to cic «. la seco».lc ,,l„a poll..' .p.P ■» H* '» 

premiere. 

Scolie /. - Eomme on tire de rdqualion (Ck)! 


■l 

el quo la valeur num6rique de q= est inferieure a I on esl aiisuri* .{ue «a 
valeur do 5 restera toujours comprise enlre les limiU's 


2 


a, 20C. 


Scolie IL — En resolvanl I’dquation (69) comme si la valcur dc »/ ctaii 
connue, on Irouve 

I d: ^ I — hccq ot 

" -iq ~ izf.yi — f\Oir/ 

Ee radical y/i-iyaq esl ici adectd d’un double si^uc. Mais, |ini-,quc la 

de 3 doit rester plus petite que celle de aa, il est elair qu’nn dcvra jir.-t»n.-r 

le signe inferieur. On aura done 


(72) 


2 a 

.1-+- s/l — l\aq 


NOTE HI. Ml 

« .1,, HI I'lH) liiiiumc f/s, <J, lioux limiles donl I’uiin soil. inloruMivo ot 

I .HtiH' '.KiHTH'im' ii lit (puiiititt' rf fU^lormin<’*« par la formulo (GH), on coii- 
i liii.* <1** ! rijuitin*ii 171) tiiio la valiMH' exaelR ric 3 ost coinpHso eiilrc l<'s 

.. %a 

s ; I I . I ... , , 

I » 14 v'i--4«Q 

!*,ii . i |iHo inli'iH riMiformora Ions les chilTros (Iccitnaiix cominuos 

.lilt ili'iit I'tpi OHsion* rmliiiU’ii i*ij iiouihres. 

Si k/h- hi — Sii|i|msiiiH quo il»s ili'ux qiiautilds 0 la socoiidc ail la 
j.liH t.ili'iir iiiutK'i'iqui*, I'l qiii' ciqui vakuir miinfinqua soil inK‘rioiirt* 

.1 rnmio. it| |;» ilill'ori'HiM* « ■ : e.st, ahstrarlion faito tin signe, plus 

p»'hli' qu niK* iiiiilo ilotiitttaU* ili* rnriiro «, f'csl-a-tliro si Ton a 


in 

a - (5 -f- a) = -73* 

.••ra |ilin* pcliln, iilntiraclioH faila dii slgno, qti'uiie unit6 tlt^ciiiiak' do 
riinira hh’, ini wirli* qii*i»n Iroiivara 

i- 'm »al • 

Oiiti. <*» nfinianl 4 i- a: «H linn d« ^ jmur valeiir approclil^o do la racino «, 
III) il.iiililora lo imiiiliro do* dt^oimaloH oxnotoH. 

*1 l‘»iH la valiMif tMiiid^Hqno do 0 inforicuro, non senlomonl ii 

! iiiiili*, nitii* i »*,!» on otmolurail do la formulo (74) 


till. IIHIII. r/ 3 *< 



I'l.it ririirikilouioiH, ni I'liH mijqioM* coHo valouf numil*rique iiirorienre it 

I ' /. r do»in»iam iiii iioittbre ontlof quelcoocjuc, la formulo ( 74 ) enlrat- 

' »«» ' 

in*f.i 1.1 *iiiv»iilo 

/ I Al"-"' 

, val. ) 


|.uiin. t, l4 taloiir do ^ 0*1 wipdrloure h Tunlld, inab inf4riouro i. (i<»)A on 



trouvera 


val. num. qz'<. 


Or, siipposons la yaleur numerique uc 

et la valeur numerique cle Q, par cons 
inf6rieure k ( 10 )=^'’, « et r d6signant deux nombres entier 

iiicnt / j \ 3/?=t2?' 

val. num. — ) 


rieure a 


si la valeur numerique de la fraclion 


est reconnue inKrieure (io)^% s ddsignant encore un nombre entier, on 
nourra prendre -r. /vx 


sans craindre une erreur plus consi 


pour valeur approchee du terme qcx. 

^^rable qm 


valeur 


l?ar suite, si Ton choisit 
approch6e de la racine ci, c est- 


I’eireur commise sur la racine n’affectera plus que les unites ddcimales d» 
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I’ordre marqu6 par le plus grand des trois nombres 
3/2 ±5, ^n± 2 r, l:^n±^r. 

Dans le cas particulier ou la valeur numerique de Q est inf6rieure a 


et celle de la fraction ( 78) k j ? la nouvelle erreur devienl plus petite que 

w- 

11 soffit done alors de substituer le second membre de rdquation (79) k 
la quantitd ^ pour tripler le nombre des chiffres ddcimaux exacts dans la 
valeur approch6e de a. Oest ce qui arrive encore, k tres peu pres, quand 
le nombre n devient tr^s considerable. Ces resultats sont conformes k ceux 
que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage recemment public a Londres, 
et qui a pour titre : Essay on insolation and esolution, etc. 

TndioiiiSME V. — Les mSmes choses etant posies que dans le theoreme prici- 
dent, concesons que le premier terme du polyndme (56), d est-a-dire du poly- 
tidme qui reprisente le diseloppement de Fi(^-t-2oc)) ciit une valeur numi- 
rique supirieure, non seulement d la somme des valeurs numeriques de tous 
les autres termes, mais encore au double de cette somme. Alors, si I on disigne 
par une quantiti comprise entre les limites 

I, ^ 4 - 2 ^,. 

la seconde des deux quantitis 




IM 

Mil) 


sera plus approchie de a que la premiere. 

Dimonslratian. - Pour 6tablir la proposition qu’on vient d’6noncer, il 
sufflt de faire voir que la valeur num6rique de la difference 


est supdrieure k celle de 


r. P' F(g)-F(g,) 

F,u.) 


ou, ce qui revient au mSme, que la fraction 

TTcIT) “ 


OMuvres de C. — S. H, t. HI. 
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a u„e val.u, inf^rieure U-uni.4. G.prisenlons par i oca ,m'n,o 

fraction. II suffira de prouver que 

^ — II et ■+" 


c’est-a-dire, en d’autres ternaes, 


(8o) 


F (a) - l Uii el 2 Fi (^ 1 ) ~ - 


a — ?i 


a — ij 


sent deux expressions de m6me signe. Or, si I’on fait 
^gj) a = ^ + 3 et 

. et 6 seront deux quantitds de m6me signe comprises entre h^s Hmitos o, 
2 a; et les expressions (8o), apr6s le d6veloppemcnl des fonclions 

F(?, + 5), F(^,-t-6), Fi(^-l-6), 

deviendronl respeclivement 

Fi(?) -f- (S + ^) S- -H =^) F:,(') + . . . , 

F,(0-(® + - — 

Comme, dans chacun de ces derniers polyndmes, le coeflieienl de F„{S) t 

une valeur numdrique dvidemment infdrieure ?i celle de run<' des quanllt4» 

etpar consequent au double de la valeur numdrique dii produit 

il est Clair qu’ils seront I’un et I’autre de nafinie signe que F,(0, si la entnli- 
tion dnonede dans le thdordme V se troure remplie. Done, ele. 

Scolie I. — Les erreurs commises, lorsqu’on prend successivermuit 


ef ■ 


F1U1) 


pour valeurs approchees de la racine a, sont rospeclivtuiiem I'pale' .in') 
valeuis numdriques des deux quantitds 

«_£, et 


NOTE III. 


Ml 


Oil 


imtHt lij ir.ulli'imi, <*ii ayaiil ^pnl aux formules (8i), 


! -I > 1 


(t 


*' ’ r,il, . F.U.f “ I'M; 1-6) 

rii !i*s fontiioim F(5 ♦ a), F(| + 6), F,(^ -4- 6), 


(; I 6 K 


I i 


. , Fil.) 

'* F.t'.t , 

t (a +-’ 4 S) ''iUl.t 


.■.Mir.noH# Miio. |.our t.iul.vi les valeurs de S et de a comprises 
fiilri* •» I'l I a, la vnli-tir mnm'*rii|ti»* ilu jiolyiiftmo 

,H.ij I'.I-) . (3 * 46 )F,(!s Ma* ! 483 +' 36M1M;) + --- 

rBUlf liiriVli'iH’i* la HuiHb % 1 » oI cwllo *Ui polyH^^UM! 

.nr,, F, U) 4 - • 4 SF,{|) + 38 * !•,($) + ..• 

KMIM'riwur*' ^ la HihIip N. Si I'oti a 

val.iHim. (8 ”S)< 


mu 
01 

i*7) N 


M 




« ».i # ikHiKiiaiii dinix iminliros imtlora qtiolcoH‘|HOS. oi> concliira dc- 1 dqua 
Hull <H 3 » 

*««> F,a,)J \««/ 

. ..a... diis viiloiirs coiivtmuliies de . 

i:. ...' - r.” :;.t 

lit* !“»•* I*** autfi's. 
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Scolie II. — Les mfimes choses etant poshes que dans le thdoreime V, si 
Ton fait successivemfent 


(89) 


4 i = 4 — 




F(^.) 


. f _ Zilil 


F.a)' F,(?,)’ 

les quantites h, ?2> ^3> • • - seront des valeurs de plus en plus approchees de 
la racine a. Si d’ailleurs on attribue aux nombres M et N les m^mes valeurs 
que dans le scolie I, alors, en supposant 


val. nutn. (a — 0 < (j^'^ •’ 


on en conclura 


2/1 ±:/’ 


val. num. — ^ 

val. num. (a — ^2) < 
val. num. (a — ^3) < 


\ 4/i±3r 


Bndz*1 r 


Ces derniferes formules renferment la proposition dnoncde par M. Fourier 
dans le Bulletin de la Societe philomathique (livraison de mai 1818), relative- 
ment au nombre de deciinales exactes que fournit ii cbaque operation nou- 
velle la m^thode de Newton. 

M 

Toutes les fois que la fraction est inferieure a l.’unitd, on pent prendre 
/•=o, et par suite les differences successives entre la racine a et ses valeurs 
approch6es 

l, lu I 3 , l3, ••• 

sent respectivement plus petites que les nombres 


/l\^ /l\^ 

\IO/ ’ \io/ ’ \I0/ 


Done alors le nombre cles d 6 cimales exactes se trouve doubld pour le moins 
I chaque operation nouvelle. 

Les recherches prdeddentes fournissent plusieurs m^lbodes de resolution 
pour les Equations numdrlques, Afm de faire mieiix seiilir les avantages que 
prdsentent ces m^lhodes, je vais les appliquer aux deux equations 

( 90 ) — 5 = 0 

et, . , 


(9O 




.rjx-\-^ = 0 
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M3 

que Lagrange a choisies pour exemples [Resolation des equations nume- 
riqiies, Chap. IV), et dont la premiere a et6 plus anciennement traitee par 
Newton. 

Si nous considerons d’abord requation (90), nous trouverons (th6oreme III, 
scolie II) qu’elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites 

\J 2 2 — 2 et ^2.5 =: 2 ,l 5 

Be plus, la valeur positive de tc propre k verifier Tequation 

2 ^ -h 5 nr 

satisfera (probl^me I, scolie IV) k la condition 

2 v ^ 5 . 2 ^ < x^, 

ou, ce qui revient au m^me, k la suivanle : 

I - . 

a 5 >( 4 o)' = 2,09 

La I'acine dont il s’agit sera done renferm6e entre les nombres 2,09 et 
2 ,i 5, en sorle que sa valeur, approcMe h moins d’un dixidme pres, 
sera 2,1. Pour obtenir une valeur plus exacte, nous observerons qu’on a 
dans le cas present 

l<'(a?) = a:’ — 2x — 5 , Yi{x) = Zx^ — 2, F2(a;)=:3a;, F3(cc) = i, 

et que, si Ton prend 

^ = 2,1, 

la condition 6 nonc 4 e dans le thdorSme IV sera remplle. Cela pos6, comme 
on tirera de I’dquation ( 55 ) 

« ^ _ I 0,005431878. . 

on trouvera pour les nouvelles valeurs approchdes de I’inconnue x 

^ 4- oc = 2,0945681 2 1 .. . 

a ^ ^ 3^ = 2,09455 i5. . . . 

Enfin, comme, la valeur exacte de ^ dtant prdsentde sous la form 4 a; = ^ + s. 


kik 
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; sera une quanlite comprise entre les limites o, 2 a, et que par suite on aura 
6videmment 


, _ < 0,6 < I, 

-q- 




11,23 
I 


< 0 , 1 , 


val. num.i: = val. num. (a + qz^) < val. num. a -h (2a)^ val. num. q < 0,01, 

on en conclura (thdorSme IV, scolies III et IV) que, en prenant 

= 2,0945681, 

on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant 

w = 2,0945515 

une erreur plus petite que 0,000001. , , , 

• Au lieu d’employer les formules gdndrales, on pourrait effectuer le calcul 
de la mani^re suivante. Apr^s avoir trouvd 2,1 pour la valeur approchde 
de a;, on fera dans I’dquation (90) 

zrr 2 , 1 , 

et I’on en tirera, en divisant tons les termes par le coefficient de -, 

(92) o,oo 543 1878... + ^ + 0,560997328...^'+ 0,089047195- 

ou, ce qui revient au mdme, 

s = — 0,005431878. .. + 

la valeur de q dtant ddterminde par la formule 

^ = —0,560997328... — 0,089047195- 

Le double du premier terme de I’dquation (92) est, h trds peu prds, o,bi ; et, 
comme le premier membre de cette equation fournit deux rdsultats de signes 
contraires lorsqu’on y fait successivement 


j 5 rr: O, 


0,01, 


on 


peut affirmer qu’elle a une racine rdelle comprise entre les limites o et 
— 0,01. Pour demontrer que cette racine est unique, il suflit d’observer que, 
en vertu de la formule (60), I’dqualion 
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se r^duit a 

iH- 2 X 0,560997828. . . :s H- 3 X 0,089047195. . . z^-=z o, 

et que cette clerniei'e ne saurait ^tre verifiee par aucune valeur de 5 ren- 
fermde entre les limites donl il s’agit. De plus, il est clair que, pour une 
setublable valeur de 5, la quantile g ddlerminee par la formule (94) reste 
comprise entre — o, 56 o et — o, 56 i; et, comme on tire de Fequation (98 ) 


( 95 ) 


I z -== — 0,00543 1 878 ... — 0,000029605 . . g ) 

( — 0,000000820. 

on en conclura : i'' en supposani — g~ o, 56 o, 

rr — o,oo54485o . . . , 

2" en supposant — ^ = o, 56 i, 

- o,oo544B53 

Par suite, la valeur r(§elle et positive de x propre a verifier r^qualion (90) 
sera comprise entre les limites 


el 


2,1 — o,oo 54485 o = 2,09455 1 5 o 
2,1 — 0, 00544854 — 2,09455146. 

Cette Equation a done une racine positive unique h tres peu pres egale a 

2,o9455i5. 

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’elle n'a point de racines negatives. Car, 
si elle en avait une seule, on pourrait satisfaii-e par une valeur positive de x 
h la formule 

(96) x^— 2 x + ^ — o; 

et cette valeur de x {voir le scolie V du probleme I) serail en meme temps 
infdrieure S la racine positive de I’dquation 


;’est-&-dire h 


X'^— 2 X = 0, 

y/2 = I,4l4- • -j 

el supdrieure ^ la racine de I’dquation 

5 — 22? = 0 , 
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ce qui est absurde. 

Passons maintenant a Pequation (91), et cherGhons ea premier lieu ses 
racines positives. Pour avoir une limite superieure aux racines de cette 
espece, il suffira d’observer que, Tequation clout il s’agit pouvant se mettre 
sous la forme 

-h 7 = 7 


on en tire (probleme I, scolie IV), en supposant ^ positif 


et, par suite 


On pent done prendre | pour une valeur approch6e de la plus grande racine 
positive. Cela pos6, si Ton fait dans Pequation (91) 


on trouvera 


revient au m6me; 


la valeur de g ^tant d^terminee par la forinule 


Le double du premier terme de Pequation (97) est o,t; et, comme le pre 
mier membre de cette Equation change de signe lorsqu’on passe de 5 = 0 ; 
— 0,1, tandis que le polynbme 


reste constamment positif dans cet intervalle, il en r^sulte qu’elle a une 
racine reelle, mats une seule, comprise entre les limites o et —0,1. La 
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i.ti. tit • ill* r/ t' 8 t i’*vi(l<»nf»nerit renfenii^c eiitre h's dotix quan- 

iii.'*. 

u.lo; 

<•! ! Hit liri* di* ( 98 ) 

I* 

I iiwM I \ i I' 

^ o.miarn - 1/) . . o,cM»oa 5 ( — y)’--o,oooo 3 ia 5 (— ly)* — 

M i riii* iliTtiii'ri' i^qnalioii oit fail succtissivt'rtwnl 

tjf ^ 

lilt iriiiii'i^rii |Hiiir it*i 4 viiliHiri riiiTi»i|ioiidirileB (U^ z 

3 ^ . I z ■.::» ““ o^oSBio, . . ; 

1*1 rim 1*11 I’mirlHra iitii* In Kr»iHl«' raciim iiowitivo de r 6 quation propos^e 

i»'il lf»f^ liiiilti^n 




7 


4 


HiiiH'. »i r«n» appidli* rt Jdui Kraruk* racims, sa valour approch^e k 

ri*nl-ti(»Hkkni*it priVa *i*ra par la formule 

i nil I 

Ell pailiiiil ill* ridU’ prfiiik>rf vak'iir approdkH!, on poiirra par uiio soulo 
.*11 i.hloi.ir tint' iM'CoiHk' ilatis laquollo I’arronr no porlora plus quo 

Mil lo** iloi iinak"* iki tltnutiikmi tmlro. 
tliai.. !i, rarino .1 .pit' »««« voiuvnn tlo conskl^ror, I'^quation (9.) udinol 
raok..' ...^Ptlve %alo. au signo pr.\s, il la racino pusilivo 

niikjw^ ill* rM|ii4iii«iii 

U..., = 

«, p,, 1 ronronnf'o (ibioriroe HI. scolio U) outre les Ihuilos 

- u4-- > Cl - 

t *1 II* t* III’ 
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Nommons c la racine negative dont il s’agit. La troisieme racine l> cle [’equa- 
tion (91) sera evidemment reelle et positive, puisque le produit ahc des troi: 
racines doit 6tre equivalent au dernier terme pris en signe contraire, e’est- 
;,.dire a —7. Determinons k present cette troisieme racine. Pour y parvenir 
on cherchera d’abord un nombre G 6gal ou inf^rieur la valeur numeriqut 
deFi(a). Or, puisqu’on a dans le cas present 

F(a;) = x-—']x-hy, 

F.(a=)^ 3 ir^- 7 , 

on en conclura 

Fi(«) 

On pourra done prendre 

G = 3(j,69i89)2 — 7 = 1,5874 

D’ailleurs, en vertu de ce qui precede, on a encore 
a <1,6922, --c< 3,74 17 

et, par suite, 

« — c < 5 , 4339. 

Cela pos6, on trouvera (probl^me II, scolie II) 


, G 1, 5874 
a — b> > -- - ' 


,29212. 


a — c 3,4339 
el Ton aura en consequence 

6<i,692ii... — 0,29214. ..< i,4o. 

Apres avoir reconnu, comme on vient de le faire, qiie la racine h est infi'i- 
rieure ii la limite i,4o, on supposera 

a: = i,4o + . 3 . 

L’^quation (91) donnera dans cette hypothese 
(loS) 


0,o5 -1-3 — 3,70 3^ - 


28' 


- O 


00, ce qui revient au m6me, 

(98) 


s = --o,o 5 + 173% 
la valeur de q etant daerminee par la formula 
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kid 


Le double du premier terme de requation (io 3 ) est o,i ; et, comme le pre- 
mier membre de cetie equation change de signe lorsqu'on passe de 5 z=oa- 
tandis que le polynome 

1-2x3, 

reste constamment positif dans I’inlervalle, il en resulte qu’elle a une seule 
racine r 6 elle comprise entre les limites o, — o,i. La valeur correspondante 
de (j est evidemment renferm 6 e entre les deux quantiles 

3,66 et 3,75. 

En substituant successivement ces deux quantiles a la place de la lettre q 
dans r<^quation (100), on obtiendra deux nouvelles limiies de llnconnue s, 
savoir 


et 




0,1 


ii::— 0,04317 . . . 


: 3=— o,o 43 o 5 ...; 


I 4- v/i,75o 

puis Ton en conclura que la racine positive b est comprise entre 

i,4o — 0,04317. . .^1,35682. . . 

, 1 , 4 o — o,o 43 o 5 . . . = 1 , 35694 


et 


On obtiendra done la valeur approch^e de cette racine k un dix-millieme 
pr^s, si Ton prend 

(io 5 ) — 1,3569. 

Quant k la racine negative c de I’dqualion (91), nous savons deja qu’elle 
est comprise entre les limites 

— 3,74i6... et — 2,4 i 

On aura done sa valeur approchde k une unitd pres, si on la suppose 6gale a 
— - 3. Gela posd, faisons dans requation (91) 


On trouvera 

(io6) 


— 3 -+- -S. 


o,o5-hs- o,45s®-Ho,o5s= = o 
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on, ce qiii revient au meme, 

(98) Zzzr~O,O0 

la valeur de g etant delermin^e par la formule 
(107) ^ = 0,45 — o,o 5 ^. 

Be plus, on reconnaitra facilement : qiie I’equation (106) a une racine 

reelle, niais une seule, comprise entre les limites o, ~ 0,1 ; 2^ que la valeur 
correspoiidante de g est renfermee entre les deux nombres 

0,45, 0,4^5; 

que ces deux nombres substitues \ la place de la letlre q dans Tequa- 
tion (100) fournissent deux nouvelles valeurs approchees de savoir 


0,1 


et 


n-v/1,09 

0,1 


0,048922. . . 

- 0,04891 1 . . . . 


n-v/1,091 

Par suite, la valeur approchde de c a un cent-millieme pres sera 
(108) c— — 3,04892. 

All reste, on aurait pu deduire imm6diateinenl la valeur approchee de c des 
formules (loi) et (io 5 ). En effet, puisque dans Tequation (91) le coefficient 
de se rdduit h z6ro, on en conclut 

" a b ~h c =rz o, 
c — — a — b, 

et, par consequent, h tres peu pres, 

c zr-— (1,6920 H- 1,3569) 3,0489. 

Pour terminer cette Note, nous presenterons ici deux theoremes dont le 
second comprend la r^gle 6noncee par Descartes relativement a la determi- 
nation dll nombre des racines positives ou negatives qui appartiennent li une 
Equation de degre quelconque. Dans ce dessein, nous allons d’abord exa- 
miner le nombre des variations et des permanences de signes que pent olfrir 
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nne suite de quantiles, lorsqu’on suppose les differents termes de cette suite 
compares I’un a Fautre, dans Fordre ou ils se succedent. 

Soil 

(109) •••) 

la suite que Fon eonsid(M'e, composee de m-\-\ termes. Si aucun de ces 
termes ne se r6duit h z6ro, le nombre des variations de signe qu’on obtiendra 
en les comparant deux k deux, dans Fordre 011 ils se succedent, sera cornpl^- 
tement ddterrnind. Mais, si quelques termes se reduisent k zdro, comme on 
poiirra, dans cette hypoth^se, fixer arbitrairement le signe de chacun d’entre 
eiix, le nombre des variations de signe dependra de cette fixation meme, de 
manicure cependant a ne pouvoir s’abaisser au-dessous d’un certain minimum, 
ni s'dlever au-dessus d’un certain maximum. Une semblable remarque peut 
(^tre faite stir le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour 
obtenir le nombre maximum des variations de signe, il suffii de considerer 
chaque terrne qui s’dvanouit comme affect6 d’un signe contraire k celui du 
terrne prdcddent. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 
qiiatre termes 

•4-1, o, o, I. 

Le premier de ces termes dtant positif, on obtiendra le nombre maximum 
des variations de signe, en considdrant le second terrne comme negatif, et le 
troisidme comme positif, ou, ce qui revient au mdme, en dcrivant 

-4" I , — 0, * 4 " o, I * 

Par suite, dans ce cas particulier, le nombre maximum dont il sagit sera 
dgal a 3. On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations 
de signe, 6gal k I’unit^, en affectant chaque terrne nul d’un signe semblable 
a celui du terrne precedent, c’est-k-dire en 4crivant , 

-4-1, -4-0, O, 1. 

Ces principes dtant admis, on 6tablira sans difficult^ les propositions sui- 

vantes : 

THftORfeME VI. - Supposons que, la constante h etant rielle et positive, on 
multiplie le polyndme 

( , I o ) a;" + a, H- -1- ■ • • + 

par le facteur lineaire Cette multiplication n'augmentera pas le 
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jtOTYibre wicLxitYiuni des vuricitLons ds signs Sfitre Ics cosjfjficisiits successifs dcs 
puissances descendantes de la 'oar table z. 

Demonstration, — En multipiiant le polyoome (no) par .r ■+■ h, on obtieut 
un nouveau polyii6me dans lequel les puissances descendantes de la variable 
ont pour coefficients respectifs les quanlites 

(jri) ^0, ai-\~ ha^f a^~\- hai^ •••? H” 

II suffira done de prouver que le nonibre des variations de signe ne croft pas 
dans le passage de la suite (109) a la suite (u i), lorsqu’on a porte ce nombre 
au maximum dans Tune et fautre suite, en affectant chaque terme qui s’eva- 
nouit d’un signe contraire a celui dii terme pr6c6dent. Or, je dis en pre- 
mier lieu que, les signes elant fixes d’apres cette regie, chaque terme de la 
suite (i 1 1), represente par un binbme de la forme 

an -\- 

prendra le m^me signe que Fun des termes a,,^^ de la suite (109). Cette 
assertion est egaleinent 6vidente dans les deux cas qui peuvent se presenter, 
savoir : 1° lorsque les deux termes sont originairernent, 011 en vertu 

de la regie adoptee, affectes de signes contraires, par exemple lorsque <7/.^ 
s’evanouit; 2° lorsque, a^ ayant une valeur diffdrente de zdro, a,i^^ est affects 
du m^me signe que a^. En consequence, si Ton altribue aux quanlitds 

(^^ 2 ) ha^^, ha,,, 

les raemes signes qu’aux termes correspondants de la suite (109), on pourra, 
sans alterer en aucune maniere la succession des signes dans la suite (1 % r), 
y remplacer chaque binbme de la forme 

ha n^i 

par lun des deux mondmes a„, En opdrant ainsi, on obtiendra une 

nouvelle suite dans laquelle chaque terme de la forme a„ se trouvera suivi 
dun autre terme 6gal, soit au mondme soit au mondme ha„^ qui (^st 
la seconde parlie du Maome tandis que chaque terme dc la 

lorme ha^ se trouvera suivi du mondme ou du monhme qui (cst 

la premieie paiiie du binhme 0,1+%-^ llan+^. Oela pos6, concevons que dans 
la nouvelle suite on distingue : 1° chaque terme de la forme auquel sue.- 


NOTE IIL 


m 


cede un autre terme de la forme ha„; chaque terme de la forme ha„, 
auqael succede un autre terme de la forme an-^^; et soient respectivement 

dgy hot-u^ ... , 

les differents termes de Tune et Tautre espece rangds d’apres Tordre de 
grandeur des indices qui alfectent la lettre a. La nouvelle suite, compos6e 
des mon6mes 


(ii 3 ) 


cist hdsjf-iy hciiiy • • •> 'O-v 

Ixd . . . y hdyQy (Xyf^^'^y « y ^Ci ttlt 


ne prdsentera 6videmment que des variations de signe propres k la suite (109) 
avec celles qui peuvent naitre dans le passage de hati, a de haw h • 

D’ailleurs il est aise de voir que, sides deux quantites 


ou, ce qui revient au m^me, 


hail 0 1 a II 


a II et 


sont affectds de signes contraires, la variation de signe correspondante ne 
fera que remplacer une autre variation de signe propre k la suite (109), 
savoir celle qui avait lieu entre le terme et Tun des deux termes ciny 
aii^.2- Une remarque toute semblable s’applique au cas od les mondmes 
aw^% sont affectis de signes contraires, etc. On pent done conclure que le 
nombre maximum des variations de signe n’augmente pas lorsqu’on passe 
dela suite (109) k la suite (r i 3 ), et par consequent a la suite (m); ce qudl 
fallait demontrer. 

Corollaire. — Si Ton multiplie le polyndme (no) par plusieurs facteurs 
lineaires de la forme 

X -\- hy X h' y X + h"y - * . , 

h, h'y h!\ ... ddsignant des quantit6s positives, on n'augmentera pas le 
nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 
des puissances descendantes de la variable x, 

TnliORfeME VII. — Soientj pour le polyndme 


(no) 


F(^) = ao^'^-+-ai^” 


■ a t)i—\ cc ■ 
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m' le nombre minimum des permanences de signes, et m" le nombre minimum 
des variations de signe entre les coefficients siiccessifs des puissances descen- 
dantes de x, Alors, dans I equation 

(ii4) F(a?) = o, 

le nombre des racines negatives sera egal ou inferieur a m', le nombre des 
racines positives egal on inferieur a m", et le nombre des racines imagi- 
naires egal ou siiperieur a la difference 

ni — m"). 

DAmonstration. — Pour etablir la premiere partie du theoreme, j’observe 
que, si Ton appelle h, h', h", ... les racines negatives de Fequalion (ii4), le 
polyn6me F(d;) sera divisible par le produit 

{sc + /i)(a; -+- h') {x H- h") 

Nommons Q le quotient. D’apres le corollaire du theoreme precedent, le 
nombre maximum des variations de signe dans le polyndme F(«) sera 6gal 
ou infdrieur au nombre maximum de ces variations dans le polyndme Q, 
et par consequent au degre de ce dernier polyndme. Par suite, le nombre 
minimum des permanences de signe dans le polyndme F(d;) sera egal ou 
superieur la difference entre le nombre m et le degre du polynbme Q, 
c>est-^-dire au nombre des racines rdelles et negatives de I’equation 

(ii4) F(.2-) = o. 

Pour demontrer la seconde partie du theoreme VII, il suffira de remarquer 
que, en ecrivant — a; au lieu de x dans I’equation (ji. 4), on change a la lois 
les racines positives en negatives, les variations de signe en permanences, 
et reciproquement. 

Enfm, comme cette equation, etant du degre m, doit avoir ni racines reelles 
ou imaginaires, il est clair que la troisieme partie du theoreme est une con- 
sequence immediate des deux autres. 

Corollaire. — Pour montrer une application du theoreme precedent, con- 
siderons en particulier I’equation 

(ti5) 


x”'- -t- 1 — o. 
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On troiivera : en siipposant m pair, 

2 ^ eii supposant m impair, 

’ /n'=i, /;i"z=:o. 

Par suite, [’equation (i i5) n’a point de racines r6elles dans la premiere hypo- 
ih^ise, et ne peut en avoir qu’une dans la seconde, savoir, une racine r6elle 
negative. 
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NOTE IV. 

suit LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION ALTERNEE 
ir — r) {Z -J-) (S — (p-*) (p— /) (p — *) .. (P — fO- 


Designons par <p la fonction dont il s’agil. Ainsi cju’on la d6ja remarque 
(Chap, in, § II), chaqiie temie de son developpement sera equivalent, abs- 
traction faite dll signe, an produit des diverses variables rangees dans un 
certain ordre et respeclivement elevees aux puissances marquees par les 
nombres 

0, I, 2, 3 , 1 . 

De plus, il est ais6 de voir que lous les produits de cette espfece peuvent se 
d6duire les uns des autres ^ I’aide d’uo on de plusieurs ^changes op6r6s 
entre les variables prises deux & deux. Ainsi, par exemple, on d(§duira le 
produit 

^•0 rj 2 

d’un quelconque des produits de mfime forme, en faisant passer successive- 
ment par de semblables ^changes la lettre a? ii la premiere place, puis la 
lettre / ii la seconde, puis la lettre s ii la troisieme, etc. Cornme d’ailleurs 
la fonction 9 change de signe, en conservant au signe pres la m6mc valeur, 
toutes les fois qu’on ^change deux variables entre elles, on devra conclure : 
1° que le developpement de cette fonction renferme tons les in-oduits ci- 
dessus mentionnds, pris les uns avec le signe +, les autres avec le signe — ; 
2“ que, dans le mSme developpement, deux produits, choisis au hasard, 
sont affectes du mSme signe, ou de signes contraires, suivant qu’on peut les 
deduire Fun de Fautre par un nombre pair ou par un nombre impair 
d’echanges.En partant de ces remarques, on etablira sans difficulte la propo- 
sition suivante : 

TnfiORfeJiE I. — Joignez au produit 

tons ceux que I’ on peut en diduire d I’aide d’un ou de plusieurs ^changes 


NOTE IV. 


successwement operes entre les variables 

X, /, a, p 

prises deux d deux, Le nombre des produits que vous obtiendrez sera 

1,2.3. -.(/l — 1)/2, 

et Us se partageront en deux classes distinctes, de telle maniere qu'on ne 
poiirra jamais dedaire Van de V autre deux produits dhine mime classe que 
par lui nombre pair d'echanges, ni deux produits de classe differente que 
par un nombre impair d'echanges, Cela pose, si Von ajoute tous les produits 
d'une classe pris a^ec le signe + aux produits de V autre classe pris a9ec le 
signe — , on trouvera pour somme, suwant qu^on donnera le signe + 
produits d’une classe ou d ceux de Vautre, soit le developpement de H- cp, soit 
le developpement de — 9. 

II suffit 6videmmenl d’avoir dgard k la proposition prdcddenie pour con- 
struire le ddveloppement de la fonction alternde 9. Toutefois on doit 
remarquer encore un autre ihdor^me, k Taide duquel on peut decider imme- 
diatement si deux produits, pris au hasard clans le ddveloppement dont il 
s’agit, s’y trouvent affeclds du m^me signe ou de signes conlraires. Nous 
nous contenterons d’dnoncer ici ce second thdoreme, sans en dormer la de- 
monstration qu’on dddnira sans peine des principes que nous avons exposes. 

TrifiORfeME II. — Pour decider sij dans le diveloppement de la fonction 
alternie zb 9, deux produits de la forme 

x^ . u^"- 

sont affectes du mime signe, ou de signes contraires, on distribuera les va- 
riables 

en plusieurs groupes, en ayant soin de faire entrer deux variables dans un 
mime groupe toutes les fois qi^elles porteront le mime exposant dans les deux 
produits que Von considered et formant un groupe isole de chaque variable 
qui n^aura pas changi d’ exposant dans le passage du premier produit au 
second, Cela posi, les deux produits seront affectis du mime signe, si la dif- 
ference du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 
pair, et Us seront affectis de signes contraires, si cette difference est un 
nombre impair. 
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On facilile I’usage du Uieoreme qui precede, en ecrivant les deux produits 
Fun surFautre, et rangeant dans chacun d’eux les variables d’aprds Forclre 
de grandeur des exposants qu’elles portent. 

Pour appliquer a un exeniple les deux Iheoremes ci-dessiis enonc6s, consi- 
derons en particulier cinq variables 




lij 


Le produit de leurs differences, on, si Ton veut, la fonction allernee 

if - .2^) (s y) {u — {u -/)(« — -) (e — /) (<’ — — n), 

fournira un developpement compose de cent vingt termes respectivernenl 
egaux a cent vingt produits dont soixante seront precedes du signe 4-, el 


sofxante du signe L’un des produits affecl6s du signe 
pour facteurs les premieres lettres des bindmes 


sera celui qui a 


7- 


savoir 


■X, z. — y, , . . , — cf. 


^0 yl ^2 


Pour juger si un autre produit tel que 




doit ^tre pris avec le signe •+■ ou avec le signe — , il suffira d’observer que, si 
Fon compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 
mutations qui ontlieu entre les variables donndes lorsqu’on passe de Fun a 
Fautre, on sera conduit k parlager ces m^mes variables en trois groupes, dont 
Fun renfermera la seule variable x, un second les trois variables/, s, e, et 
un troisieme la seule variable u. Si du nombre des variables 6gal h 5 on 
retranche le nombre des groupes 6gal h 3, on aura pour reste 2 , c’est-k-dire 
un nombre pair. Par consequent les deux produits devront 6tre affectes du 
m^me signe; et, puisque le premier est precede du signe 4 -, le second devra 
Fetre egalement. 
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NOTE V. 

SUR LA FORMULE DE LARRANGE RELATIVE A l’iNTERPOLATION. 


Lorsqu’on veut determiner une fonction enliere de x, du degre n — \, 
d’apres un certain nombre de valeurs particuli^res suppos^es connues, il 
suffit d'avoir egard a la formula (i) du Cbapitre IV (§ I). Oelte formule, 
donnee pour la premiere fois par Lagrange, pourrait facilement se d^duiie 
des principes exposes dans le paragraphe I du Cbapitre III. En effet, d6si- 
gnons par 

^1:=^ a A- hx - h 

la fonction cherchee, el par 

Wj, U^y •'•3' 1 

ses valeurs parliculieres correspondantes aux valeurs 

X(yy *^23 <• * * 1 ^ ll’-’iy 

de la variable Les inconnues du probleme seront les coefficients a, b, 
c, . . h des diverses puissances de x dans le polynbme a; et 1 on aura, poui 
determiner ces inconnues, les equations de condition 


(2) 


Wq 

z=za-\~ bx^ 

-\-cx\ 

4-. . 

. .+ hx'l-'-, 


“ a 4- hxi 

+ cx\ 

4-. . 


^2 

zm CL -H b Xt^ 

+ cx\ 

4-. 

. . -4 


, = a 4 - hx^^ 


i 

..+ hxlz\. 


Cela pose, pour obtenir la valeur explicite de la' fonction u, il s’agira unique- 
menl d’61iminer les coefficients a, b,c,...,h entre les formules (i) et ( 2 ). 
On y parviendra en ajoutant I’equalion (i) aux equations ( 2 ), apres avoir 
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mulliplie ces dernieres par des quantiles choisies de maniere a faire dispa- 
railre la somme des seconds raembres. Soient 

-^Xo, -x„ -x„ 

les quantitds dont il s’agit. On Irouvera 


Xo Uq — 

Xl III — ^2 ^^2 * * • 

X,i-_i iifi—i 


: (' 

1 

0 

1 

— X, 

' • X/i — 1 ) Cl 

+ (cc 

1 

0 

1 

1 

j 

y 

T 

1 


1 

"y 

0 

i 

>< 


■ • 1 1 ) ^ 

-f- 




+ (a:«- 





et, par suite, 

( 3 ) U ZIZ Xo Uq -f- Xl Ui H- X2 X;i — 1 

attendu que les quantiles 

Xo, X„ X2, X,,., 

devront 4tre assujetties aux dquations de condition 

1 X0 H- Xl -4- Xg H“ . . . -h X/2_i~r, 

Xq Xo H- Xl Xl -h x^ X2 H- . . . 4- Xfi^i X,i_i ~ Xy 

x \ Xo -4- ^5 Xl 4- xl X2 H- . . . 4~ x\_ j X,^ - 1 =1 , 

I * ? 

1 ^ Xo + xr^ Xl 4- xt^ X2 -4 . . . 4h x.-i = 

Si Fon r^sout ces nouvelles dquations par la methode exposde dans le Cha- 
pitre in (I I), on obtiendrales formules 

{x — Xl) {x ~ X^). , .{x — Xa-\) 

{Xq — Xi){X^ — X^). ..{XQ — Xri-i)' 

{X — X^){X—X. 2 )--^{X —Xn-x) 

{^Xi Xq ) {Xi X^ ) • • • ( Xl ) 

> 

\ {^n—i '^0) (‘^n— 1 ) • • • 1 X^n—Z ) 

en verlu desquelles F^qualion (3) se r6duit a la fornuile de Lagrange. 
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Au feste, la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus gene- 
rate laquelle on se trouve conduit, lorsqu’on cherche ^ determiner, d apres 
un certain nombre de valeurs parliculieres suppcsdes connues, non plus une 
fonclion entiere, raais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons, 
pour fixer les iddes, que cette fonction rationnelle doive etre de la forme 

a bx ■ ■ .-h 
““ a-{-Bx + yx'--h...+ dx''^ 

Alors les inconnues du probieme seront les coefficients 

a, b, c, . . . , k, (X, 6 , y, 

ou, pour mieux dire, les rapports 

a b c h a 6 y 

— } — 5 - J * • • J ~ ) - 5 “5 > 

a a <x a a a a 

dont le nombre est /^ 4- m, Tl est ais6 d’en conclure que la fonction u sera 
compl^teraent determin^e, si I’on en connatt m valeurs parliculieres 



Uq, Wi, Wj, 1> 

correspondantes ^ n 4- valeurs 
^8) *^0? *^1? * * • > 1 

de la variable x. On arrive encore aux m6mes conclusions, en faisant voir 
qu’une seconde fonction rationnelle de la forme 

a’ + b' X ■+■ o' x^ + . . .+ h' x'^-^ 

I9) cx.* X y^ x^ ^ 

ne pent satisfaire aux mdmes conditions que la premiere, sans lui etre iden- 
tiquement egale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent 
dgales entre elles pour les valeurs particulieres de x comprises dans la 
s6rie (8). L’dquation 

( {a b X + . . b x”'~^) (a'-t- 6'a; -t- . . . + d’x'") 

I —(_a'-hb'x-h.. .+ h'x'‘-'){(x -t-S « -1-. . .H- 0 x'") =0, 


(10) 
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subsistant alors pour n-^m valours de la variable, tandis que son degr6 reste 
inferieur k /2 H- sera n6cessairement line Equation identique; d’ob il suit 
qu'on aura idenliquement 


(li) 


bx cx^-\-. . hx^-'^ flj'-h b' X -I- c' x^- + W x'^'~‘^ 


a-h + ( 


■ 6 ' 






On ne -peut done resoudre que d’une seule nianiere la question proposee. On 
la resoudra effeclivement en prenant pour valeur generale de ii la fraction 


lUU, . . . Uu 


{^x • • • ( <2? X 


.(^0- 


n—i ) • • • i’^m ) • • • ( ^^m-\-n—l ) 






( X’o ^m) • • • ('^*0 i) • * • ^m') • • • 1 ) 


4 -. . 


dans laquelle le d^nominateur doit 6tre remplace par Tunite, lorsqu’on sup- 
pose mzzzoy et le num^rateur par le produit UqU^ . . . lorsqu’on suppose 
ri =z i, Cela pos6, on trouvera, pour m o, 


(I2) 

pour mm, 


u zz: u — 

° {Xq—X^){Xo—X^). . .(^0— 


UqUi 


l3) ll: 


{x — x^) {x — x^) , . . {x — x,i) 

( *— ^2 ) ( -^0 — -a?3 ) . . . ( ^0 -- ) {Xj—X^) (x^— X^) . . . (Xj-^Xn) 


Uo 


Xo—X 


{Xo—Xi){XQ--Xz).,.{Xo—Xr,) ' ^^\xi — Xo){Xi~-~X^J.,,{Xx—Xn) 


pour n =: I, 


(l4) u: 


a. , u,, 


m III . . . Uf, 


{Xq—x){Xi--x). . . {x,n-t — x-) 

(^Xq X^n ) ( Xi Xffi ) . . . ( X/fi^i Xf,i ) 


Dans chacune des formules pr6c6dentes, on compI6tera sans peine le nunie- 
rateur ou le denominateur de la fraction qui repr6sente la valeur de w, en 
ajoutant au premier terme de ce numerateur ou de ce denominateur tons 
ceiix qu’on pent en deduire k I’aide d’un ou de plusieurs eebanges operes 
entre les indices. Par exemple, si Ton suppose en meme temps rn^zi et 
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ji =: 2!, on trouvera, pour la valeur de u completement developpee, 

•2? — . 3C — X — X(^ 


Ui 


( I 5 ) ll : 


(X’o— ^‘2) — 


UqU^ 


(a? 0 — (^a--"^i) 


■ III U2 


(x^ — Xq) (x^—Xq) 


i( ^ ^ -^0 — x^ — X Xf — X 

( *^0 *^1 ) ( ‘^0 *^2 ) (^1 *^ 0 ) ( ^ 2 ) ” ( *^2 ) 


II est bon de remarquer queja formule (12) est cede de Lagrange, et que 
pour eii ddduire la formule (i 4 ) d suflil de remplacer n — i par m, puis de 

prendre pour inconnue la foiiction supposee entiere, aa lieu de la fonc- 
tion ?/. 
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NOTE VI. 


DBS NOMBRES PIGBRES. 


On appelle nombres/^wr^du premier, du second, dutroisieme ordre, etc. 
ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de a? dans les d6- 
veloppements des expressions 


(i (j + x)-'', 

Cette definition fournit un moyen facile de les calculer. En effel, nous avons 
prouve, dans le Chapitre VI (§ IV), qu’on a, pour des valeurs reelles quel- 
conques de fx et pour des valeurs numeriques de x inferieures I’unite, 


(0 


( (l -i- l-h ~X -i- . . 

} ' I 1.2 


( 


— i), n + i) 

1.2.3. ../i ■ 


Si dans I’equation precedente on pose fj.= — (;7x-4-i), m d6signant un nombre 
entier quelconque, on trouvera 


(^) 


( m -h i) (m -h 9.) „ 

^ } ^ ^2 __ ^ 

I . 2 


I (7 + ^)— 

I H- ( rn -t- 0 .) . . n) 


1 .2.3 .. .n 




Comme on a d’ailleurs 6videmment 


/ 4- i) (m 4 -^ 2 ) . . . (7?i -h n) r . 2 . 3 . . .-m ( m H- I ) , , , [rn n) 

1 I • 2 . 3 . . . /i ( 1 . 2 . 3 . . . ) ( 1 . 2 . 3 . . . n ) 

i _ ( 4- 1 ) ( /i -h 2 ) . . . ( n 4 - ni ) 

' 1 . 2 . 3 . . . m ^ 


( 3 ) 
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il en resulte que T^quation ( 2 ) peul s’ecrire ainsi qu'il suit : 


(i 4-^)'“ 


i.2.3..,m 2 . 3 . 4 . . .(/?2 -4- 1) 


1 . 2 . 3 . . . 1 . 2 . 3 . . . /?i 


( 4 ) ^ 


^ 3 . 4 . 5 ,'. ,(m -4- 2 ) __ /?(/^ 4- i). . .(/i 4- m — i) 

_j~, ^ ^ ^ ^ ^ 

I . 2 , 3 . . . I . 2 . 3 . . . 7?i 


( fx 4“ I ) ( *3“ 3^ ) • . . ( /i 4“ Tn ) 


1 . 2 . 0 . . . m 


Les coefficients numeriques des puissances successives de x dans le second 
membce de cette derni^re formule, savoir 


_ 1 . 2.3 ... /n 2 .3./i (m 4- 0 n{n . .{n ni — i) 

{ — , , ... 5 7 * • . ; 

^ 1.2.3... m 1 . 2 . 3 . . . m , 1 . 2 . 3 . . . //i 


sont prdcisdment les nombres figures de I’ordre m. La suite de ces monies 
nombres ou la s6rie (5) s’6tend a rinfmi.Son rt‘i^“nerme, c’est-k-dire la frac- 


n ( rt 4- 1) . . ■ (« 4- w — i) 
I . 2 . 3 . , . /7i 


est k la fois le coefficient num^rique de x"-' dans le ddveloppement de 
(I a;)-'"-', et le coefficient de a;"* dans le ddveloppement de (i 4- 45 )"+"’-’. 
De plus, si dans la sdrie ( 5 ) on fait successivement 


/M = 1 , m~‘i, m — 3, 


on obtiendra : i" la suite des nombres naturels ou figures du premier ordre 


I, 2 , 3, 4; •••> 


2 “ la suite des nombres qu’on nomme trianguLaires ou figures du second 

ordre, savoir , , 

rt(A4-l) 

I, 3, 6, 10 , ..., — — » 


3» la suite des nombres qu’on appelle pyramidaux ou figures du troisieme 

ordre, savoir 

n {n -\-i) [ti 4 - 2 ) 

1, 4, 10, 20, ..., - ;^X3 ’ •••’ 
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Si Ton 6crit ces differentes suites au-dessus les unes des autres, en les faisant 
pr6ceder par une premiere suite composee de termes tous egaux a Funite, 
et placant, en outre, le premier terme de chacune d’elles sous le second 
terme de la suite iramediatement sup6rieure, on obtiendra le Tableau sui- 
vant : 


( 6 ) 


«, I 


I, 

3, 4, 
3, 6, 

, r 


Les nombres renfermes clans la colonne verticale de ce Tableau 

sent les coefficients, de la puissance cTun bin6me. Pascal, dans son 
Traite du triangle arithmetiqiie, a donne le premier la loi de formation de 
ces ra^mes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule 6tablie 
d’apr^s cette loi peut ^tre 6tendiie h des puissances fractionnaires ou nega- 
tives. 

Plusieurs propri6tes remarquables des nombres figures se d6duisent imme- 
diatement de la formule (4) du Chapitre IV (§ III). Concevons, par exemple, 
c|ue, apr^s avoir remplac6 dans celte formule n par n — i, on y suppose 

a: m -h ly y z=z m' i, 

m, nd etant deux nombres entiers quelconques, on trouvera 


( 7 ) 


( n% -i- + 9/) {.m -i- 3 ) . . . ( m, -|- m.' -h n ) 

I . 2 . 3 . . . ( /i — 1 ) 

( m -h r ) ( /7^ -h 2 ) . > . ( /?2 -h n — - 1) 

I . 2 , 3 . . . ( — 1 ) 

( m -h I ) ( m -H 2 ) . . . ( m -4- /^ — 2 ) + i 

1 . 2 . 3 . . . ( n — 2 ) I 

+ 

4 - ^ ^ (/n^+T) (m^-h 2). . .( -h n 2 ) 

1 I . 2 . 3 . . . ( / i — 2 ) 

{m' -h i) ( m' -j- 2 ) {nd -h n — i) ^ 




1.2,3. . .{n — 1 ) 
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puis, en faisant m'— o, 

* 

( fYi -f- “4” 3 ) • • • ( ) 

I . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

( m ~-h-i)(m ,(m n — i) 

1.2.3... (/I — i) 

{m -4" i) (m 4- . -{in + — 2 ) 

I.2.3...(rt— 2 ) 


( 8 ) 


17% “4“ I 

1 _j • + 1 . 

\ I 

Be meme, si, apres' avoir remplac6 dans la formule (4) (Chap. IV, § III) 
n par n — i, on fait en outre 

X zrz m + I , j ziz — ( -4- I )» 

on en conclura 

(m — m' ) ( m — m' 4 - 1 ) . . . (m — 7 ^/ 4 - ^ 

1 .2.3. . .(/^ — i) 

( m 1 ) ( m -\- 2 ) ...{ m h — 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

{ nz 4- I. ) ( W' 4 - 25 ) • . • ( ^ -4- ^ ^ 

1 . 2 . 3 . . . ( /z — 2 ) I 

4^ 

77 Z -H I {m' -hi )m\ . . {m ' — /z 4- 4 ) 

“4“ I 172.3. . . (/z — 2 ) . 

-4 1^^'+ i)m^ . . (/7z(— n 4- 3) 

1.2.3. ..(/z — i) 


(9) 


\ 


Lorsque. dans [’Equation pr6c6dente on suppose /n'j m, et en mfeme temps 

zz = /n' 4 ~ 2 , on trouve 

(;n4-x)...(zn4-n — i) m'-hi {m -hi) . • •{m -h n -- 2 ) 


I .2.3. . .(zi — 0 


(10) < 


I j . 2 . 3 . , . ( zz — 2 ) 

( 771^ 4 - l) 77Z' ( 771 4 - I ) . . . ( 7ZZ 4- 71 3 ) 

j .2 I .2.3. . .(zz — 8) 

m' 4- T ( Z7Z 4- I ) < • • ( 4 ~ zz 777 / ) 

I 1 . 2 . 3 . . . ( zz — ni' — C 

(m4- 0- • .( m -H a — m'— 2 ) 

’ r7273 . , . ( zz — zn' — 2 ) 
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Enfln, corame les equations (8) et (lo) peuvent s’ecrire ainsi qu’il suit 

/ I . 2 . 3 . . . 7M 2 . 3 . 4 • . . ( 1 ) 


(lO 


1.2,3... ni X . 2 . 3 . . . 

+ — i) ___ /I (/^ -L_ i) . . . ( /^ H- m) 


-f- 


i .^.o , . . m 


[ . 2 . 3 . . . ( H™ J ) ^ 


(X2) 


I 0 - (/i — i) . . . (/I -h m — ) 

i I . 2 . 3 . . . w. I I . 2 . 3 ... 772 

j Hist ^ ^ — m') ... (n -h m — jn ' — t ) 

I 1 .2.3 ... m 

H- — m'—i). . . ( n + m — niJ — 2 ) 

I . 2 . 3 ... 77 2 ’ 


il est clair qu elles entraineront les deux propositions que je vais enoncer : 

rufiORtuviE I. SI, apres avoir forme la suite des nombres figures de 
I ordre m, on ajoute les itns aux auti'es les n premier's termes de cette suite, 
on obtiendra pour somme le nombre figure de V ordre m 4- 1. 

liifioiitiME II. Si Von designe par 772, nV deux nombres entiers assujettis d 
la condition 

m ' ^ 772, 

et que dans le developpement de (r — on remplace les puissances sue- 

cessives de x par m’ -f 2 termes consecutifs pris dans la suite des nombres 
figures de V ordre m, on obtiendra un resultat egal d zero. 

Corollaire /. — Si I’on suppose que les dilferents termes de la suite 

(i3) ao, a,, 722, an, ... 

^repr6sentent successivement les nombres naturels, les nombres triangulaires 
et les nombres pyramidaux, on trouvera dans le pi^emier cas 


(i4) 


Un 2 Un — i + <2„_ 


dans le second 

( * ^ an-\ H- 3 art _2 — a,, . 3 — o, 

el dans le troisieme 

( ^ 4 1 “i“ b a^ —2 ■ 4 a^i —3 4" an— If. o. 
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La premiere des equations qui precedent se confond avec la formule (3) du 
ChapitreXn(§I). 

Corollaire II. — Si Ton dSsigne generalement par 

(l3) ' CLm • - * 

les nombres figures de Tordre m, 

(i^) ao, a^oc, a^_oc^% ... 

sera line serie recurrente dont I’echelle de relation aura pour termes les 
quanlil6s 

(i8) I-, — ’ ’ +•••’ 

c’est-k-dire les coefficients des puissances successives de x dans le develop- 
pement de (i — Ainsi, par exemple, la s6rie 

I, 3*2?, ioft®, 

dans laquelle les puissances successives de x ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est r6currente, et son 6chelle de relation se com- 
pose des quantitds 

I , — 3, Hh 3, I . 

Parmi les propridtds principales des nombres figures, on doit remarquer 
encore celles que pr6sentent les 6qualions (7) et (9), lorsqu’on leur donne 
les formes suivantes : 

I n( n -H 0 . . .(> - 4 - m -H 

1.2.3. , .{m-h/n'-hi) 

n(n -h 1 } . . . (n -j- m — i) 1.2 .3 . .. m' 

1.2,3. .Tm 1.2.3... rn' 

( 19 ) ^ (n — ijn. . .(n- h m — 2 ) 2.3.^. ^ .(m' -h j) 

1 . 2,. 3 ... w 1 .2.3. . 

-H 

l .2 .3 .. .771 /Z ( ^ + I ) . . . ( n + 17^' 1 ) 

i I . 2 . 3 . . . l .% .3 ... 771^ 
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r}{n -h- \ ) . (n ~h m — in' — 2 ) 

1 , 2.3. . . (/n m' — I) 

__ n (n -h i) . . .{n m — i ) 


•I {n — i) n , . .(n ni — 2 ) 


(20) 


1 . 2 . 3 . . . m I 1.2.3... m 

( m' H- I ) . . . ( wz' /I 4- 4 ) 2 . 3 . 4 • . . ( fn 1 ) 

1 . 2 . 3 . . . ( /^ — 2 ) ^ 1 . 2 . 3 . . . 

( m' -h T ) . . . ( m' — « 4- 3 ) T . 2 . 3 . . . m- 


1,2.3. . .{n — I ) 


1.2.0... /n 


Ajoiitons que, dans la‘ suite des nombres figures de fordre n, le (n 4-i)‘^'“‘' 
terme equivaut a la somme des carres des coefficients que renferme la 
puissance d’un biiidme. En effet, si dans la formule (2) (Chap. iV, 
§ III) on suppose k la fois y z=r. n, on trouvera 


(21) 


2 n {2 n — I ) . . . ( ;i 4- T ) 
1.2.3. . . ( /^ — i)n 
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NOTE VIL 

DES SERIES DOUBLES. 


Soieiil 







w;, 





^4, - 





des quantiles quelconques rangees sur des iignes horizontales et veriicales, 
de telle mani^re que chaque s6rie horizontale ou veriicale renferme une 
iurmil(§ de lermes. Le sysl^me de toutes ces quantit6s sera ce qu’on peut 
appeler une serie double; et ces quantiles elles-m^mes seront les diff6renls 
termes de la s6rie, qui aura pour terme general 

rM 

9 

m, n (losignanl deux noml)res entiers quelconques. Cela pose, eoncevons 
que I’on i’epr6senle par 

la somine des termes de la serie (i) qui se Irouvent compris dans le Tableau 


suivant 


ihi 

^2, 



1 ^^0, 


^2, 


(2) 

\ 

III, 

ul, 




• ' f 

• • f 

. . . , . . . . , 


\ ^'0 > 


^2 ’ 

, (m-I) 

* • • > ‘‘'/fc-i ; 


c’esl-ii-dire des lermes qui portent a la fois un indice inferieur plus petit 
que n et un indice supdrieur plus petit que m. Si la somme des termes res- 
tants, pris en tel ordre et en tel nombre que I’on voudra, devient infiniment 
petite pour des valeurs infiniment grandes de m et de n, il est clair que la 
somme et toutes celles qu’on pourra en ddduire en ajoulant a 4"“’ quel- 
ques-uns des termes exclus du Tableau (i), convergeront, pour des valeurs 
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4.4.2 

cIg /ij VGrs unG liimtG fixs s% R^ 0 s cg c&Sj oh cIipg (jug Iti 
s6riG (i) GSt convergenle, 6t qu’gHg a pour somme la limite s. Dans 1 g cas 
contrairGj la s4riG (i) sGra div^vg&TtlOj Gt n auia plus dG souiuig. 

LorsquG les tGriuGS gxcIus du TabiGau ( 2 ), Gtant ajoutcs Igs uns aux autrcs 
en nombi’G arbitrairc, nG donnGut jamais, pour dos valours infinimcnt grandos 
dG m Gt dG n, quo dos sommos infinimcnt petitcs, on pcut cn dire autant a 
fortiori A q cgux d’entre les memos termes qui appartiennenl a une ou^iplu- 
sieurs colonnes horizontales ou verticales du Tableau (i). II suit immediate- 
ment de cette remarque que, si la serie double comprise dans le Tableau ( 1 ) 
est convergente, chacune des sdries simples comprises dans les colonnes 
borizonlales ou verticales du meme Tableau le sera pareillement. D6si- 
gnons, dans celte hypothese, par 

/ 

^(m) 

le rdsultat qu’on obtient en ajoulant les sommes des m premieres series 
horizontales du Tableau (i), c’est-ii-dire les m premiers termes de la s6rie 
simple 

( 3 ) Mq -t- Wi -1“ “2 • • • I w'd -h u\ -+- j 4- . . . , u 0 “1 + H- • • • , 

.... * . , 

et par 

^Tl 

le r6siiUat qa’on obtient en ajoulant les sommes des n premieres series ver- 
ticales, e’est-k-dire les n premiers termes de la serie simple 

(4) u'q - h • • • , *+■ ^^2 ^^2 ”1“ • • * » 

• . . ) 

evidemment la limite de Texpression pour des valeurs crois- 
santes de n, et 5 ^ la limite de la mc^^me expression pour des valeurs croissantes 
de m. Par suite, il suffira de faire croitre ind6finiment m dans et n clans 
pour faire converger et $tt vers la limite s. On pent done dnoncerla 
proposition suivante : 

TiifiORfeaiE I. — Supposons que la serie double comprise dans le Tableau (i) 
soit convergente; et designons par s la somme de cette serie* Les siries (3) 
et (4) seront igalement convergentes, et chacune d'elles aura encore pour 
somme la quantity s* 

Goncevons maintenant que les valeurs numdriques des quantit6s comprises 
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m 


dans le Tableau (i) soient respectivenaent designees par 


(5) 


Po» 

pl> 

p2» 

Po> 

Pi’ 

Pa> 

Po’ 

Pp 

P2» 


Les lermes du Tableau (i) qui se trouvent exclus du Tableau ( 2 .), etant 
ajoutes les uns aux autres en tel nombre que Ton voudra, fourniront 6vi- 
demment une somme inferieure ou tout au plus dgale (abstraction faite du 
signe) a la somtne des termes correspondants du Tableau (5). Done, si, pour 
des valeurs infiniment grandes des nombres m et n, cette derni^re somme 
devient infiniment petite, il en sera de m6me a fortiori de la premiere; ce 
qu’on pent encore exprimer en disant que, si la sdrie double comprise dans 
le Tableau (5) est convergente, la s^rie (i) le sera pareillement. Jajoute 
qu’on sera compl^tement assurd de la convergence de la sdrie double com- 
prise dans le Tableau (5), toutes les Ibis que, les sdries horizontales de ce 
Tableau 6tant convergentes, leurs sommes, savoir 

po + pi + Po"^ Pl"^ Ps"^* * •’ 


( 6 ) 


po -H pi + Pa ■ 


formeront elles-memes une sdrie simple convergente. En effet, soit, dans 
cette hypothese, e un nombre aussi petit que Ton voudra. On pourra choisir 
m assez considerable pour que I’addition des sommes 


pr- 


■pr- 


- 4 - 

Pa 


Po 


■ Pi 


*cm4-l) . 


et, par suite, celle des termes du Tableau (5) affeetds d’un indice supdrieur 
au moins 6gal Ji m, ne produise jamais un rdsultat plus grand que |£. De 
plus, le nombre m etant determine comme on vient de le dire, on pourra 
encore, puisque chacune des sdries horizontales du Tableau (5) est conver- 
gente, choisir n assez considerable pour que chacune des sommes 

P/l P/l-*-l P«+2 + . - • , 

P'fl + P^+1 *+■•••> 


p'r"‘’+P«+T‘’^P»“*'’' 


soil Sgale ou ioKrieure i auquel cas raddUiou des lermes qol, dans le 
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Tableau ( 5 ), portent iin indice superieur plus petit que m et un indice infe- 
rieur au inoins egal a n, ne produira jamais un resultat plus grand que 
Les deux conditions precedentes etant remplies,.il est clair que, dans la 
serie ( 5 ), les termes affectes d’un indice sup6rieur au moins egal k m et 
d’un indice inferieur au moins egal a n ne pourront donner par leur addi-- 
lion mutuelle qu’une somme tout au plus egale a e. Done- cette somme 
deviendra infmiment petite, si Ton attribiie aux nombres m et n des valeurs 
infmiment grandes, puisque alors il sera permis de faire decroitre s au dela 
de toiite limite assignable. Done Thypothese admise entraine la convergence 
de la serie ( 5 ), et par suite celle de la serie (i). En combinant ce principe 
avec le premier theoreme, on en deduit une noiivelle proposition que je vais 
enoncer. 

TafiORfeME II. — Siipposons que, toiites les series horizontales du Tableau (i) 
etant confer genteSy leurs sommes, savoir 

( 3 ) Uq 4- H- ^2 "+“•*• , Wq 4- Wj 4-- ^2 4- . . . , 4“ u\ 4“ ^2 ? 

> * > 

fortnent encore une serie concer gente^ et que cette double propriete des series 
horizontales subsiste dans le cas meme oic Von remplace chaque ternie da 
Tableau {i) par sa valeur numerique. On poitrra des lors affirmer : i“ que 
toutes les series verticales sont confer gentes ; 2 ° que leurs sommes, sa 9 oir 

( 4 ) ^^0 + ^0 • • • » Wi 4- Wj 4- JZj 4- . . . , ^ ^ ^ ^ ^ 


forment encore une sene convergente; 3® enfin que la somme de la s(h'ie (4) 
est precisement 6gale d celle de la serie (3). 

Corollaire L — Le theoreme precedent subsiste lors m^me qu’on suppose 
quelques-unes des series horizontales ou verticales compos6es d’un nombre 
fini de termes, En effet, chaque serie de cette esp^ce peut 6tre consid^ree 
comme une serie convergente ind^fininient prolongee, mais dans laquelle 
tous les termes dont le rang surpasse un nombre donne s’dvanouissent. 

Corollaire IL — Soient 

^2, W3, . . 

I ^ 3 , ... 

deux series convergentes qui aient respectivement pour sommes les deux 
quantiles s, s\ et dont chacune reste convergente lors m^me qu’on r^duit 
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ditferenls lernles a leurs valeurs namdrlques. Si Ton forme le Tableau 

I ^2(^0? ^3 

I ^ 2 ^ 1 > •*•’ 

) \ ^i^2> • • * 9 


on reconnaitra sans peine que les series horizonlales de ce Tableau jouissent 
des propridtes dnoncdes dans le thdordme II, et que leurs sommes sonl res- 
pectivemenl 

(9) (’o-'. ‘'2-'' 

Par suite, en vertu du th6or^me II et de son premier corollaire, les sommes 
des series verticales, savoir v 

formeront une nouvelle sdrie convergente; et la somme de cette nouyelle 
sdfie sera 6gale ii celle de la s6rie (9), c’est-k-dire dvidemment au produitw'. 
On se trouve ainsi ramen^ par la consideration des series doubles au th6o- 
reme VI du Chapitre VI (§ III). 

Corollaire III. — Si Ton appelle x le sinus d’un arc compris entre Ids 

li mites * — •“? H — ? et -s sa taugente, on trouvera 
22 

— ■=zcc{^-a^')'^^ 


Cela pos6, puisque, en vertu de la formule (89) (Chap. IX, § II), on a, pour 
des valeurs numeriques de z inf^rieures ^ 1 unit6, 


arc tang;sj : 


h. . 

7 


on en conclura, pour des valeurs numeriques de ^ in!6rieures a 


arc sin.r zn arctang^Ci -- ^*) 

_ I /^3 

= IT 


‘ -f .a?" «v- 

-(I — ic**) * + -rl" — ^ ) 


•(i — 
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oil, ce qui revient au meme, 


3 3.5 

arc sm Jl? nr ^ H — h — 

23 2.4 5 

5 x^ 

3 2 5 

x^ 

“H -TT- 


3.5.7 x’^ 
2.4.6 7 

5.7 x'^ 
2T4 


7 

2 y 

x'^ 

~1 


Comme les series horizontales comprises dans le second membre de Tequa- 
tion precedente remplissent dvidemment les conditions enoncees dans le 
tli6or6me II, tant que la variable x conserve une valeur numerique infdrieure 

^ il en resulte qae cette equation peut s’ecrire ainsi qu’il suit : 


arcsin^=:^*4- 


— I 


7.5.3 

2X6 



(5^ 

'v 2.4 

5 

2 

-ht 

1 

1 

, z 

-) 


2.4 

2 

7 

X = - 


V 



X'^ 

y 




De plus, si dans la formule ( 5 ) du Chapitre IV (§ III) on attribue h y la va~ 
Jeur ndgative — * 2, et ^ ^ Tune des valeurs positives 3 , 5 , 7, . . ., on en tirera 
successivement 


(n) 


7.5.3 

2X6 


3.5 

2.4 

2 ^. 

2.4 


3 _ 
2 


1 

— ? 

2 

1.3 

2.4’ 

1 . 3.5 

2.4.6' 


et par suite on trouvera d6finitivement 


arc sm^ = .r -1- 


(12) 


1 x^ 

2 3 


1 . 3 x^ 

2.4 5 

X=z-+’ 


T . 3 . 5 x”' 
2.4.6 7 




T 

V/2 


Il esL facile de prouver, a I'aide du Calcul infinitesimal, que celte derniere 

I _ r 

equation subsiste non seulement, entre les limites x ^ 

mais aussi entre les limites ^ = — 1, ^ = -hi. 

Corollaire IV. — En vertu de la formule (20) (Chap. VI, § IV), on a, pour 
toutes les valeurs de x renferm 6 es entre les limites i et + i, 


(i 4- x)^— r 
F . 


X' 


: X - 


--(i--fx)-l-— (i-fx) ( I-* 


ou, ce qui revient au m 6 me, 


(1 -f- x)^ — i 


X 

X 








X* 


T I 





T 

H 

I .2 


I Y ^ 

2.3/ 4 



T 


Comme les series horizontales que comprend le second membre de I’equa- 
lion precedente remplissenl les conditions 6 nonc 6 es dans le iheorfeme II, 
tant que la variable x conserve une valeur num 6 rique inf^rieure & Tunit^, il 
en r^suUe que cette equation peut s’ 6 crire ainsi qu’il suit : 



{xz= — i, x = -\-i). 


Mais on a Mjk trouve (Chap. VI, § IV,'probMme I, corollaire II) 


(i 4 ) 


p. 2 


I dtant la caract 6 ristique des logarithmes n^p^riens. Les formules (i 3 ) et 
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(i4) devant s’accorder entre elles {voir le theoreme Vl du Chapitre VI, §IV), 
on en conclura, pour toules les valeurs de cc renfermees entre les limites — i 
et -H 1 , 


(i5) 




: O) ■ 


-[^(1 + ^)]-=- 




1 4 - - 
2 


x'* 

T 




j 


x^ 


1.2 3 


1.2 


I 

1 .3 


T 


X^ 

a 


X* 

T 


Dans ce qui precede, nous n'avons considere d’autres series doubles, ^con- 
vergentes ou divergentes, que celles dont les diffdrents lerines sont des 
quantit6s r6elles. Mais ce qui a 6te dil h regard de ces series peut 6galement 
s'appliquer au ^cas ou leurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu’alors 
on derive partout expression imaginaire au lieu de quantltej et module au 
lieu de valeur numerique, Ces modifications etant admises, les th6or^mes I 
et II subsisteront encore. C’est ce que Ton ddmontrera sans peine, en s’ap- 
puyant sur le principe suivant : 

Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est toiijours 
inferieur a la somme de leurs modules. 

Pour etablir ce m^me principe, il suffit d’observer que, si Ton fait 

p(cos04-\/— I sin0)4-p'(cos0'-}-v/— I sin 
= R(cosT ~h sf—i slnT), 

p, p', . . ., R designant des quantit^s positives, on en conclura 

R^zz: (p cosS-h p'cos0'4-. . . )^ + (p sin 0 4 - p'sin0'4-- . - Y 
p2-i- p'2_|^. . 2pp^COS(0 — 4“. . . 

< p^4“ p'^4- . . . 4- 2pp'4-- . . .= (p4- p' 4-. . .)% 


et, par suite. 


R < p 4- p'4- . . . . 
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NOTE Vlll. 

SUR LES FORMULES QUI SERVENT A GONVERTIR LES SINUS OU GOSINUS DES MULTIPLES D UN ARC 
EN POLYNOMES DONT LES DIFFERENTS TERMES ONT POUR FACTEURS LES PUISSANCES ASGENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE GE M^^ME ARC. 


Les formules dont il est ici question sont celles que nous avons construites 
en r^solvant les deux premiers problfemes 6nonc6s dans le paragraphe V du 
Chapitre VII, et qui s’y trouvent affect^es des nura6ros (3), (4), (5), (6), 
(9), (lo), (i i) et (12). Elies donnent lieu aux remarques suivantes. 

D’abord, si, dans le calcul k I’aide duquel on etablit les formules (3), (4)) 
(5) et (6), on substitue aux Equations (12) du Chapitre VII (| II) les Equa- 
tions (24) du Chapitre IX (§ II), on reconnaitra imm6diatement que les 
mfimes formules subsistent dans le cas oil Ton I'emplace le noinbre entier m 
par une quantity quelconque y, tant que I’on suppose la valeur numerique 

de 3 inferieure ^ Ainsi on aura, dans cette hypoth^se, 

4 


(0 


(2) 


C0S(J1S = I — ”Sin=s- 


(^-h2)fl.fx(fX-2) 


I . 2 . 3 . 4 


sirr 


(pi + 4)(F--4-2)fx.fx(p-2)(p.— 4) _ 

I .2. 3. 4-5. 6 


siiifLs C0S5 fAsin.s ■ 


(|2-H2)p.(f^— 2) 


1.2.3 


sia^ 




(fl-+4)(F- + 2)p.(p. — 2)(p. 4) —...1 

I .2.3.4*^ J 


et 


( 3 ) 


COS/JL-U C0S5 I 




()2+l)(y— 0 


SUl-iJ 


1.2 


(F-H-3)(fi-n)(F- — i)(H: il . .1, 

I. 2. 3. 4 J 


( 4 ) 


sin ii.z fA sm^ 


(F + O sin* 3 

1.2.3 

(f^ -f- 3) (fx -H i)f-(p- — i) (H~ . 

J . 2 . 3.4*^ 
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De plus, en vertu des principes etablis dans le Chapitre IX (§ II) et dans la 
Note precedente, on pourra developper, non seulement cos ixz et sin ixz, mais 
aussi les seconds membres des fornmles (i), ( 2 ), (3), (4), suivant les puis- 
sances ascendantes de jjl; et, conxme les coefdcients de ces puissances devront 
alors ^.tre les memes dans le premier etle second membre de chaque formule, 
on obtiendra, en comparant deux a deux les coefficients dont il s’agit, ime 
suite crequations parmi lesquelles on distingiiera celles que je vais ecrire : 


(5) 

( 6 ) 


I 5 ^ 2 sin^s ^ 2.4 sin^z 

2 ^ ~ 3 ~T~ O 


sin^ 


1 sin^s ^ 1.3 sin^-:; 

2 ^4 "T"' 


Nous supposerons toujours ici la variable s comprise entre les limites — 7 

4 



alt^rer les Equations (i), ( 2 ), (3), (4), (5), ( 6 ), on pent y faire croitre 

iji 

la valeur num^rique de z jusqu’a Ajoutons que, en prenant sins on 

fait coincider requatlon ( 6 ) avec la formule ( 12 ) de la Note VII, et I’dqua- 
tion (5) avec la suivante : 


(arc sin^)^: 


: - 1 - 


2 X 


-f- 


2.4 

3T5 T 


2.4.6 

3.5.7 4 


Cette derni^re se trouve dans les Melanges Analyse, publics en x8i5 par 
M. de Stainville, r^pdtiteur a TEcole royale Polyteclmique. 

Concevons h. present que, dans les formules deja citees du Chapitre Vll 
(§ V), on attribue h la variable .5 une valeur imaginaire. On conclura sans 
peine des principes ddveloppes dans le Chapitre IX (§ III), qu'elles ne ces- 
seront pas d’etre exactes. Supposons, par exemple, 


s — v/— X Ix^ 

I 6 tant la caract 6 ristique des logarithmes ndperiens. Comnae on aura, dans 
cette hypoth^se, 

cosz=-(e^^-]re~^^) V 

2 ^ 2 \ X J 


sin s: - 




(e 


lx _ 


~lx\ 


2 


2 


X 
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ol g^n6ralemeQt (n clesignantun nombre entier quelconque) 


cos/i; 


2 V X' 


SVn«5 : 


^ X’^ \ l! 

a V x" 


on tirera des dqualions (3), (4), (5), (6) (Chapitre VII, § V) ; i° pour des 
valeurs paires de m, 


4- 


(7) \ 


, r m.m / i\\ (m -h2)m.m(m — 3) f^_ j 

2. 4. 6. 8 \ ^ 

2.4.6.8.10.12 ’ \ ^ 




X" 


(B) 


X'* 


T \ r m / I \ , {m 1 ) m {in ^ ) i 


fm-^4Um + 2'|OT(7n — 2)(m-4) 4„lY4...1 

2.4-^^-8.I0 \ J 


2 *^ pour des valeurs impaires de 




(9) 


/ i\ r 1 

— o r 

+ 2 . 4 . 6. 8 J 


X’^ 


ml 1 \ , im + i)m{m-i) / _ 


(IQ) 




(m 4- 3 ) ( m 4- 1) OT (m-i)(w — 3) _ iV.^. . . .1 . 

I- "T74T6T8.IO \ J 


Les formules (9). (.0). (n), (..) du paragraphe V (Chap. VII) foumiraiep. 

des rdsullats analogues. , t, , ao 

Revenons maintenant k la formule (3) du mfime paragraphe. En vertu de 

cette formule, cos/n^ est, pour des valeurs paires de m, une fonction enti^re 
de sin^, du degrd m; et, comme cette fonction doit s’dvanouir, ainsi que 
cosm.s, pour toutes les valeurs de « comprises dans la suite 

(m — 


(m — Qtt 


2 m 


Stt 

2 77^’ 


2m 


2 m 


3 71 

j 

2 m 


4_ ■ ■■ ' 5 

2 ni 
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il est clair qu’elle sera divisible par chacun des facteurs biii6mes 

. (m--i)7T . . Stt . .71 

sin.sH-sm — ? sin^-f-sin — , sin^-f-sin — » 

2 m 2 771 2 m 

. {771—1)11 . .371. 71 

sins — sin 7 sins — sin — ? sms — sin — > 

2 w 2 7)1 2 771 

et, par cons6qiient, 6gale au produit de tons ces facteurs bindmes par le 
coefficient numerique de sin'^^s, savoir 


, xf (m + m — 2). . .{m 2)m.m(m — 2). . .{771 — 711 -4- 2) 

1 . 2 . 3 . . , ( ;?2 — i).m 

On aura done, pour des valeurs paires de m, 


.l)2 


(i i) COS ms = 2'' 


I l^sin^ 

\ on 


2 771 


sin^s ) ( sin^ 


. « 371 


2 771 


sm'^s ) . . . I^sin 


4:^2 (W — Ott 


2 771 


- sin^ 


Par des raisonnements semblables, on tirera des formules (4), (5) et (6) 
(Chap. VII, § V) : r® pour des valeurs paires de m, 

{12) sinms:;=2"'-i sins coss/'sin^ — — sinks'] ("sin- — -- sin^sV ^ . ( sin^ - 

\ O m. I\ 2 771 ' ' 


2 7)1 


2° pour des valeurs impaires de m, 

(i3 ) cosms sr 2'^^-^ coss l^sin^ ■ 
et 

(t 4) sinms sz: 2^^"^ sins^sin^ 


TT 


1 (sin^ 

371 

2 771 

— sin-sj 

2 m 

27r 



4.71 

2 771 

— sm^s ' 

1 f sm= 

2m 


— sin^s ) . . . ( sin 


2 (m --2)71 


sin^s ... sm 


. „ {771 -—1)71 


2 771 


■ Sin 


sin^ 


Si dans les quatre Equations qui pr6c6dent on reduit la partie constante de 
chaque facteur binbme h I’unitd, eo dcrivant, par exemple, 


surs ■. , . ' 71 

I au lieu de sin^ sin^s, 


sin^ 


2 m 


2 771 


les facteurs numeriques des seconds niembres deviendront 6videinnient 
egaux a ceux dds termes qui, dans les formules (3), ( 4 ), (5), (6) du Cba- 
pitre VII (§ V), sont ind6pendants de sins ou renferment sa premiere puis- 
sance, c est-^-dire h. I’unitd ou au nombre m. En cons6quence, on trouvera : 
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m 


1 ° pour des valours paires de m., 

sia^s \ / siu^^ 


(i5) cosw^ 


siii-^ 


sin’- 


2 m . 


. 9 Stt 
sin^ — 

2 m . 




sm 


2m 


(i 6 ) sin ws = 1 = m sins cos<s 


sin^ 


sin- 


sin^-s 


sm^ 


2% 
2m ^ 


sin^ 


, [\1Z 

2m , 


2 ^ pour des valeurs impaires de m, 


( 17 ) cosms= coss/ I 


( 18 ) sinmsiz:: msins/ i 


sin^s 
n 


5 n2 -r 


sin 


. , ( »l — 2 ) Tf 

sin® 1 - 

2 m j 


sin^s 


sin^ 


2 m ^ 
sin^s 


sin 


2711^ 


Sti 
2 m J 

sln-s 

sin^ — 

2 7n , 


sin^ 


2 m J 


SUl'* 


. , (m — 1)71 

gin 2 


2 m 


De plus, si Ton observe qu’on a gen 6 ralement 

cos 2 a — cos 2 & 

sin^ ^ — sm^ (2 ^ 

on reconnaitra sans peine que les Equations (u), ( 12 ), (i3) et (i4) peuvent 
etre remplacees par celles qui suivent 

( m — 1 ) 7T 


(*9) 


C0Sms=:2" ( C0S2S-~-C0S — ) (C0S2S-C(>S 


Stt 

m 


COS 2 S ■— cos 


m 


8111772.: 




2 '^ sin 2 s COS 2 S — cos 


C0smz = 2 ® cos::( COS2i: — cos 


( 20 ) 


27T 

m 

TT 

m 

27V 


cos 2 S — cos y ‘ 


C 0 S 2 S — cos 


Sin/72S=:2 sinsf C 0 S 2 S — cos— ) ( C0S2 ? COS 


. 

m 

m 

[\% 
m 


C0S25 — cos 

C 0 S 2 S — cos 


( m — 2 

m 

[m — 2 ) 
m 

{m — i) 


les deux premieres se rapporlant au cas oCi m est un nombre pair, et les 
deux derni^res au cas ou m est un nombre impaii. 

Les douze (Equations qui pr 6 cMent subsistenl dgalemenl, quelles que 
soient les valeurs rdelles ou imaginaires attributes k la variable On pent 

done y remplacer cette variable par - — ^ Dans le p 

mier cas, on obtient plusieurs tquations nouvelles correspondantes aux 
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formules (9), (10), (ii), (12) du Chapitre VII (§ V). Dans le second cas, 
les equations (19) et (20) donnent respeclivement, pour des valeurs paires 
de m, 


(2l) \ 



I 

f . 


TV 

J \ / 




2 COS 

IS 

xy \ 





i)( 


2 cos 


Stt I 

m X* 


27V I 
m ' X' 


X- — 2 COS 


(m— -i)7r I 

x ^ — 2 cos ^ i — T 

m .r- 


( 7?2 — 2 ) TV I 


et, pour des valeurs impaires de m, 


(22) < 


— rz fx -h ~ ) (x^—2 COS— 
x^’^ \ X J \ m x-^ 


I \ / O 2 71 , T 

^ — 2 cos 1 :r 

X \ rn x- 


„ . ( /77 — 2 ) TT I \ 

^2^2 cos^i ^ -h “ b 

ni x^J 


/ (ni — 2)71 I \ 

• • i x^— 2 cos - — ^ ^ b 

\ /)i xy 


ce qui s’accorde avec les rdsultats obtenus dans le Chapitre X (§ II). 

II nous reste encore k indiquer plusieurs consequences assez remarquables 
que fouruissent les Equations (ii) et (i 5 ), (12) et (i6), (i 3 ) et (17), (i/i) 
et (18). Lorsqu’on d6veloppe leurs seconds membres suivant les puissances 
ascendantes de sin^, les coefficients niimdriques de ces puissances doivent 
^tre 6videmment les ineines que dans les formules ( 3 ), ( 4 )? ( 5 ) et (6) du 
Chapitre VII (§ V). De cette seule observation on deduira immddiateraenl 
plusieurs Equations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs 


7T 27T StT l^TV 

2 r)i 2 m ^ 2 ni 2 rn 


On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de 


TV 


Sti 


( m — 1)71 


sin^ 

— -• • 

- sin^ 

? 

2 m 


2 m 


2 in 

2 TV 


47r 


(m — 2 ) 71 ^ 


sin^ 

__ — — . . 

• sin^ 

» 

2 m 


2 m 


2 rn 


rn . m 

I 

1 - 

I 

— i— 


I 

1.2 

sin^ _?L 
2 m 


. 37r 

S1q2 

2ni 

— 1 — . . 

. . “1“ 

sin^ 

( i — I ) TT 

2 rn 

. + 2 ) {m — 2 ) 

, I 

, 1. - 

f 

_4_ 

-L. 

I 

r .2.3 

271 

sin*^ — 
2 m 


. « 471 : 

sin^ 

2 rn 


- • r 

sin^ 

( 777 — 2 ) 71 ' 
2 777 




NOTE VIII. 

cl, pour cles valeurs impaires de m, 


fi.55 


( 25 ) 




TT 


Stt 

, /« — 1 

sin- 


sill- 



2 m 


2 m 



211 


[\'K 

,/;i— 1 

sin^ 


sin^ 



irn 


2 m 

0( 

m — 

0 _ 


I 


• sin- 


■ sin' 


2m 


2 m 


(26) •; 


sin^ 

( ^ -! - 0 ( ^ ^ 0 _ \ 

1 . 2.3 


. , Sir — 


2 m 


sm - 


sin-" • 


2 m 


2Tl 

2 m 


, 4'n: 

2 m 


+ . . . - 


. (m— l)lT 

Sill- — 


2 m 


J’ajoute que, si Ton mullipUe par les deux membres de chacune des 

equations (24) ou (26), on en conclura, en faisant croltre m indefiniment, 

(27) 

(28) 

En effet, considdrons, pour fixer les id4es, la seconde des Equations (24). En 
muUipliaut ses deux membres par > on trouvera 


TT^ 111 

— — iH 1 e"^7 

8 ,9 25 49 

TC^ I I I ^ , 

^ 1 -r ^ -r ^ jg 25 


TtV 4 

^9) -6 1*";^ 


iX ( — 

v»v + i V ^ 5- 

9 sin. 


Sti 
I V m 


r (m.-2)7T y 

T L J 


sin 


m 


2_,y 

2 y 2 m 


Soil d’ailleurs « un norabre enlier inf6rieur D6signons 5 I’ordinaire par 
la notation M(a, b) une moyenne entre les quantitds a el b. Enfin observons 
que le rapport^ est toujours (uoiV la page 66) compris entre les limites 

et que I'on a par suite, pour des valeurs num^riques de a: infdrieures 


COS. 2 ? 
TT 
2 


a 




I — < . — ^ < — 

line COS^-i^ 


sin^ siiil^ cos|^ cos^“ 
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Le second membre de I’equation ( 29 ) sera evidemment la somme des deux 
polyndmes 



/27r\® 


/m:\ 

im) I _ 

u) ^ 

I 

. . -1 

w) 


sin^— sm^ — 
m m 


^ nit 
sin® — 
m 


r(nH-i) 7 rP r (/i -t- 2)71 1® 

^ L J I L J 

(^ + 1 )^ + + 

m ni 


{rn — 3!)7rl® 
2 m 


I sin® - — 

2 y 



dont le premier, en vertu de requation (ii) des Preliminaires, pourra (M,rc 
presente sous la forme 


,+ ■+ !+...+ -Um/ I, — A 

\ rn 


771 . ^ 4 

tandis que le second, compose de — — — i termes, tons mierieurs a ~.p 

Oh n% #■ 

restera compris entre les limites o et — p- Cela pds 6 , requation ( 29 ) 
deviendra 


jy _ i.) = fi+ 7 4- - M A, 4 - M(o, 0. 

6 V \ 4 9 "V I cos^--- ) " 


et Ton en conclura imm 6 diatement 


(3o) I - 4 - — -f- — 

49 




Cette derni^re formale subsiste, quels que soient les noiribres entiers m et n, 
pourvu que Ton ait ~/n> n, En outre, il est aise de voir que, si ron prend 

constamrnent pour le plus petit des entiers supdrieurs a (a ddsignant 
un nombre compris entre i et 2 ), les rapports ^ convergeroni ensemble, 
pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zdro, et le second membre 

TT® 

de la formule (3o) vers la iimite Le premier membre devant avoir la 
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Ms< i<»<> iHijiu* njnf In »i>riiiiil, it on rftsulle ; i« que la g^rie 


i 

f 

!l 


iti* 


, I 

/I* 


r# Hill* |*iiit mmil tliji (wmt !e corollaira dii ttu'M)rmne 111; 

« Ii 4 |«t % l» I tl i; <jiir raiti^ swrlt itiri pfinr iomme • 

I I iHiiiit iiiiii il#iii«iiitrl«, fin iiii lirera, bu divisautses deux 

inriiilirv* |»«r 

I 


I In »iiri |iar *iiHp 


I I 

", 3(1 -*■ 

ff« f!* ^ I 2. 

ti 'j| § ^ 


llpllr iiiiiiirllp fiiriiiiilp ^'^rriinlp mm*- ret|tiiilbri (217)1 cja*on pent d6duife 

illritriftiiifim tli^ lii ili^t iiii (a6). 

ilif ipriiiliii’r rrllp insiii frniiw riitriarqiter que, pour (Uablir l(3s 

iiiitl ( i). ( i). (.•*). (6), («»). (") iH (la) clu Chapitrc VII (§ V), 

il ill* lintiitinirnr \m niialr** «i im'oii y parvitHil irfts ])rotnple- 

1111*111 I’ll In* {•«) till ('hapitro IX (§ I)i savoir 


I — sms® , 

« . «* 3 sill 9 , 

I 3*»in»0 » .r: — I (3 : 


(111 I . * **ro»35 ■+•. . . 


■ I, 


- + 0 

r 1 ) 


I4fii*i4#riifi*, par w^wMipli*, r<*qii»lloii (ta). On i*n tii'ina, piinr ilas valeurs 
miiii#rlnii»* il» s liif»lrli>iiri*si I ruiilli, 

« j»4ii39’4'...+ s***ii»a«0+'3*""Hii>('-i« ^•O0 1 ••• 

I 

I « 'jiriint 

slu'ifiO » i*i ' 1 •♦i»r»i9(i-i-3*)-»+-43*co80(r4-s*)“‘‘-l'.--J 





*1# ■♦>1 

J «4* » » * 

•js* - ■ - 4 s 

* a«s’ 

^ * 

4.« . 

a* + ... 3 

1 .1 

1 .a 


l!£: 






Jt I' . * 11 , 1 . HI- 


SS 
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devienne infniiment petite. Cette condition etant remplie, comme on a g6ne- 
ralement 


( 5 ) 


X* 

{X=—\, X=^+l), 


on 


trouvera, pour cles valours de n tres considerables, 


/(l -|- U/i) — Uri ” ^ ^ 


. . . = U. 


Ill (r=i=£«), 




±8;,, ±e,i+i, . . . designarU encore des quaritites infininaent petites; puis Ton 
en conclura, en repr6sentant par m un nombre enlier quelconque, et par 
I ± £ une moyenne enlre les facteurs i dz £«, i dz Sn+i, . . . , 

/ / ( I + lift ) d- ^ ( 1 d- ) d“ . • • d~ ^ ( I d- ) 

/ _ \ 1 j 

I ■— Uii~\- Ufi+i -H . • • + -1 ~ ( (i ~ s). 


Concevons maintenant que, dans la formule prec6dente, on fasse ci'oitre le 
nombre m au dela de toute limite. Selon que chaque membre de la formule 
convergera ou non vers une limite fixe, la s6rie (2) sera convergente ou di- 
vergente. Cela pos6, I’inspection seule du second membre suffira pour dtablir 
la proposition que je vais 6noncer. 

TiifiORteME I. — Si la sdrie (i) et la suivante 


(8) tip f Wj, a^f * * *, * ' ■ 

sent I’uneet V autre convergentes, la sirie {2) le sera pareillenieut, et par- 
suite le produit (3) convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une 
limite finie diffirenle de zero. Mais, si, la serie (i) dtant convergente, la 
serie (8) esi diver gente, le second membre de la formule (7) ayant alors pour 
limite I’infmi ndgatif, le produit {Z) convergera ndcessairement vers la limite 
z^ro. 

Corollaire 1 . — Si la s6rie (2) 6lani convergente a tons ses lermes positifs, 
ou SI elle demeure convergente lors mdme qu’on rdduit ses dilfdrents termes 


note IX. 




i» leui's valeurs numeriques, on sera 6videmment assurd de la convergence 
do la sdrie (8); et, en consequence, le produit(3) aura pour limite une quan- 
litd finie diffdrente de zero. C’est ce qui arrivera, par exenaple, si le produit 
en question se rdduit k I’un des suivants ; 


(<■ 

(> 

(> 


■0 

■I) 


I -h 




1 + 


3^ 


14-^ 


1 H si? 


I 

11 ^ 




I -f" 


32 


■ 


Corollaire JL — Comme la s6rie 


r, 


■ 

\J2 \/3 


k 


est convergente, tandis que les carrds de ses diffdrents termes, savoir 


’ 4 ’ 


forment une sdrie divergente, il rdsulte du thdoreme 1 que le produit 


7^ 


r-h 


v/3 


■J4 


a z6ro pour limite. 

Corollaire III. — Le th6or^me I subsiste evideminent dans le cas m^me oil 
parmi les premiers termes de la s6rie (i) quelques-uns deviendraient infe- 
rieurs ?i —i. Seulement, lorsqu’on admetcette nouvelle hypothese, on doit 
rcmplacer dans la sdric ( 2 ) les logarilhtnes des quanlites negatives paries 
logarithmes de leurs valeurs numdriques. Cela posd, il est clair que, pour 
des valeurs croissantes de n, le produit 


(i — .r* 


I — 


32 


(-S) 


convergera, quel que soit x, vers une limite finie differente de zdro. 

Corollaire IV. — Toutes les fois que la sdrie (i) est convergente, le pro- 
duit (3) converge, pour des valeurs croissantes de w, vers une limite finie 
qui peut se rdduire Ji zdro. 
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Lorsque la limite da procluil ( 3 ) est finie, sans elre nulle, on ne pent pas 
touiours assignor sa valour exacle. Dans le petit nombre do produits de cette 
espece auxquels correspond une limite connue, on doit distinguer le suivant 


( 9 ) 


(i — x^-) 




32 


,T- 

7 ? 


dont nous aliens ^ present nous occuper. 

Quand, aptds a.oii- posd ^=i, «« fU croilre « inddOniment, la pro- 
dail (9) converse vers one limite rmie represonlde par la notation 


* 2 '-^ TV' 


S'^TI 


Pour determiner cette limite, il suffira de recourir a I’equation (16) ou (18) 
de la Note prdcMente. Considdrons, pour fixer les idees, I’equation (16). Si 
I’on y dcrit partout ^ au lieu de on trouvera, pour des valeurs paires 
de m, 


(n) siniT^msiii^cos-- 



sin 



SllK 


m 


sin- 




2 


et, par suite (en supposant la valeur numerique de = inferieure ii tt, et le 
nombre /n 6gal ou sup6rieur h 2), 


sin; 


in sin — cos — 
m m 




sin‘^ 




m 




sin 


2 m 


Soient d’ailleurs n un nombre entier infdrieur a a une qiiantite 

moyenne entre les rapports 




/ r- 
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cL 1 4- S une autre quantite moyenne entre les expressions 


sin- — 

m 


sin^ 

m 



sm^ 


m 


si„. liiil” 


/ 1- 


Sin- — 
m 


. ^ — 2 ) TT 

Sin® 

2 m 


sm-" 


sm^ 


sm^ 


m 


m 


m 


. ,(« 

sin^ i_ 

m 


Sin® 


m 


. c ( w — 2) TT 

Sin- — 

Q.m 


Le second membre de I’^quation (la) sera dvidemment la somme des deux 
polyndmes 


sin- — 
m 


sin-' 


my 


sin^ 


^ l\ I 


sin^ — 
m 


sin- 


sin-" 


, 271 
rn . 


sin^ 


Sin®' 


4- / I — 




4- . . . -1- / r I ■ 


4-. , .4- / 1 


m 


sin-' 


. nit 


siir — 
m 


m 


(jYl — 2)7: 

sin^- ^ 

2 ni 


clont le premier pourra 6tre pr6sent6 sous la forme 


tandis-que le second prendra celle du produil 


sin- 


ni ] T 


{n 4- i)' 7 T 


. (' 


{n 4 - 2)71 ^ ® 
m 




-4. 


( n 7— 2 ) TT 

2m 


711 


rn 


m 


in \® . — 2 TT 

_ — i] sin-- — ’ 

2 J ‘im 


que Ton pent r^duire (en vertu des principes 6tablis dans la Note prec6- 
dente ) ^ • 


sin-‘ — 
2 m m 


f 

m 


(i4-€)M(o, 0* 


(14- 




Supposons mainlenant que, la valeur de n 6tant choisie arbitrairernent, on 
prenne pour le nombre entier imm6dialement superieur a {a desi- 
gnanl un nombre fractionnaire ou irralionnel compris entre i et 2 ). Lorsque 

la valeur de n deviendra irhs considerable, les quantites ^ 

seront infmiment petites, le produit 

sin ~ 

, z z m z 

m sin — cos — = cos— - 

ni m z m 

m 

diff6rera tr6s peu de s, et par suite le second membre de I’dquation (i5) 
s’approchera inddfiniment de la limite 

sin:? 


Le premier membre devant converger vers la meme limite, on aura n6c6S“ 
sairement 
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Cette derniei-e formule se trouve ainsi d6montr6e dans le cas od la valeur 
numerique de .s reste inf^rieure a tt. Alors les quantit6s dom nous avons pris 
les logarithmes sont toutes positives. Mais la demonstration donnee subsiste 
egalement pour des valeurs num6riques de s sup6rieures a tc, lorsque Ton 
eonvient de remplacer le logarithme de cheque quantity negative parle loga- 
rithme de sa valeur numdrique. En consequence, I’^qualion (i6) demeure 
vraie, quelle que soil la valeur r6elle attribute k la variable s. On ne doit pas 
meme excepter le cas ou Ton supposerait 

=zh kiz, 

k designant un nombre entier quelconque, puisque, dans cette hypotb^se, 
les deux membres de I’equation s’6vanouiraient en m^me temps. 

L’6quation (i6), une fois 6tablie, en fournira imm6diatement plusieurs 
autres. Ainsi, par exeinple, on en tirera, pour des valeurs r6elles quel- 
conques des variables x, y, s. 


(17) 


et 


(18) 


sin; 


I 








sin^ cc % — cc 71- 4“^ 27r-— 2%^ x Stt w St: -h 

siny y % — ^ 7: y 271—7 27:4-7 Stt— 7 37 rH -7 


14 - 


Sti 


Si dans Tequation (17) on fait 


-j on trouvera 
2 


__7r 3 3 5 5 7 

^””2 2 2 4 4 6 6 * 


el par suite on obtiendra le d6veloppemenl de ^ en facteurs, d6couvert par 
le geometre Wallis, savoir 


(T 9 ) 


rc 

2'^73355779 


TT 


On trouverait de m^me, en faisant z — 

^ 44 ^ — - 

3 5 7 9 II i 3 1-5 17' 
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59 


(20) 
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Si dans I’equation (i8) on pose k la fois 



On pourrait d^duire directement la m6me formule de I’equation (iS) on (17) 
(Note pr6c6dente), en y remplagant 3 par puis faisant converger le 

nombre m vers la limite 00. Observons enfin qu’on tirera de I’equation (t6), 
en y supposant la valeur nutn6rique de z inKrieure a n, 
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cl, par suite (en verlu des principes etablis dans le Chapitre VI el dans la 
Note VII) 


(34) i- 


6 1.2 2 3o 1. 2. 3. 4 3 li'x 1. 2. 3. 4-5. 6 


la comparaison des coefficients des puissances semblables de s dans les for- 
mules (22) et (24) donnera les dqualions 


2^ 4'^ 




3^ 4" 


3o 1.2. 3. 4 


j + ^ ^ 46 


42 I. 2. 3. 4. 5.6 945 


dont la premidre s’accorde avec la formule (28) de la Note VIII. Les facleurs 
numdriques 

dquations sonl ce qu’on appelle les nomires de Bernoulli. Ajoutons que, si 
I’ori ddsigne par 2 m un nombre pair quelconque, on aura gdndralement 


I I I 

X -f- a'sTw r(2 


g2m ' n2//i 


I I 


-t- l^'S.ni 




1 


Da„s CO qai prOcCde, noos avoos aeulemeo. coos, d.rS dec P'»^ 
l„,., les factcurs dlaion, des qoanlltds rdelles, e, des sdnes deni loos le 
tormea dtaioot reels. Mais or. doi. temarqoer : ,• que, eo rerto des priucipe 

eiablis dans le Chaptoe IX [.«.> I'eqoallon ( 3 ,) Y™, .b7e“ L eo 

dll 8 nil la formule (5) subsiste dans le cas mdme ob la variable oi de 
111"".: Irvo 1 sou — resle Inlerloor I I'uolie, a- ,«e le rap- 

port . „i z’' 


1.2.3"^ I .2. 3. 4-5 


converse vers I'nniie lou.es les lois que 1. valeur rdelle ou toagioaire auri- 




m 
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bu6e a la variable ^ s'approche indefiniment cle zero; 3 ° enfm que les Equa- 
tions (i 5 ), (i6), (17) et (18) de la Note VIII subsistent egalement pour des 
valeurs Teelles et pour des valeurs imaginaires de En partant de ces 
remarques^ on parviendra bientbt a reconnaitre comment on doit modifier 
les propositions et les formules ci-dessus dEmontrEes dans le cas ou les 
expressions 

Uoy Uu ^ 2 ? •••? y> ^ 

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on Etablira sans peine, a Faide 
des formules (6), la proposition suivante, analogue au corollaire I du theo- 
reme I : 

TH^ORtoll. — Supposons que la serie (i), etant imaginaires demeure con-- 
oergente quand on reduit ses diff events termes a leurs modules respectifs, Le 
produit (3) confer gera nicessairementf pour des valeurs croissantes de ri^ 
vers line limite Jinie rdelle ou imaginaire, 

De plus, on prouvera facilement que les Equations (17) et (21) subsistent, 
lorsqu’on attribue h. z une valeur imaginaire quelconque u + e \/— ~i ; (Fou il 
rEsulte : qu'on peut exprimer par des produits composes d’un nombre 

infmi de facteurs les expressions imaginaires 


(27) 


e^-he~^ . 




sinu + V — I 


cos u ■ 


2 


cos u, 


sin u. 


et les carres de leurs modules, savoir 


(28) 


e^-\-e~ 




sin- 


cos 


^ / \ COS^ U rz: 

fe^—e-'^y . : 

j 3111^^^=: 






— C0S2 W, 


H- COS 2 u ; 


2° que les expressions 

(29) 


arc tang coljt], 




p-V 


arc tang ( langii 

c “t- o 




NOTE IX. 

sonl respectivemenl 6gales aiix deux sommes 


hm 


arc tang arc tang 

a ^ ii 


■ arc tang 


■ arc tang 


(3o) 


2TZ — a 


+ arc tang 


n u 

V 


U 


arc tang 




7T — 2 a 


2{> 9A^ 

■ arc tang -H arc tang ^ -~ 


2 9 


arc tang -T h arctang- 

° 371 4- 2 44 D 


2 9 


5714-244 


aiignientdes ou diminudes d’un multiple de la circonf6rence 271 . B’autre part, 
cornine les expressions ( 29 ) et les sommes (3o) sent des fonctions continues 
de e qui s’dvanouissent toujours avec cette variable, on peut assurer que le 
multiple dont nous venons de parler se reduit h. zero. 

Si Ton suppose eri particulier 44 = 0 , on irouvera 


( 3 .) 


e 1 4- 


14 - 


% 

On trouvera encore, en prenant 44 — 


2^71^ 

3^71^ 


I 4“ 


9‘ 

2^9- 


pV ^9 . ^ ^ 

arc tang "-— - p ;; = tang— — arc lang^ 


(32) 


< 

( 


et, en prenant m = c, 

/ e2K_i_c--2<' 


C0S2 :=Z2 9^[ I 4- 


(33) 


4 (’ . 4 r 

H- arc tang ^ — arc tang — 




( 




' C0S2 


2^*9^ 


1-4 


2^71' 

2^9^ 




V, 


:4- 


2^9^^ 


Enfin, Bi dans la (omule (3a) o» suppose 1. valeur nuuaOtique de lote- 

rieuro i. I'utiitd, les deux membres de cette tormule pourront Sire deve- 

luppds Sttlvaul les ^ "Zu: 

ficients des puissances semblables dans les aevei i v 
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dont la premiere coincide avec F^quation (4o) du Chapilre IX (§ II). 

Concevons maintenant que, apres avoir divis6 par les expressions (29) et 
les sommes (3o), on fasse converger la variable vers la limite zero; on 
trouvera, en passant aux limites, 


I I I I T 



Comme on a d’ailleurs gdn^ralement, pour des valeurs num^riques de u inf^- 
rieures k celles de 



on tirera des fornaules (35) et (*36), en supposant la valeur num6rique de u 

, . Tt 

plus petite que -j 


( 3 ?) ' 


cotw :::= 


2U 

2 


TT^ V 


I ] T 

1 + ^ + ^ + ^ 

I I I 

1+^ + 5; + ^ 


I I I 

I -j ^ . 

7I'> V 2*^ 3® 




r * f 
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langjc 


( 38 ) 



1 

' I 

I 

I 


lr’“\ 

+ p + ^ + 

;:::i +• 
j 


2^ 

! 1 

I 

1 

H- 


+ _ + 




! T 

I 

1 

H- 

H- 

TT^ 


~g 4 “ - 

f 


Par suite on aura, en vertu des Equations (26) et (26), 


( 39 ) 

colw ::r: 

I I 

2^U 

1 2^ 

M 6 

1.2 

3o 1,2.3 


1 langa=: 

i(2=- 

, 2- U 

.2 


(4o) 

1 

i 



I 


( 





2® 


2^ 

* 1 .2.3 .4 

, 2®«^ 


'k 2 . 3 . 4 . 5 . 6 ^*"‘ 

Si Ton ajoute ces dernieres, apr^s y avoir remplac^ u par |u, on obtiendra le 
ddveloppement en s6rie de 

.1 _i^ 7/ cos|k sin^f< 1 — — = 2 Cos 6 cu, 

cols« + — sintM ^ cos^M sini«cos|« 

et I’on en conclura . 

( cos6cw = ^^ + g(2-i)“ + 3^(2’-*) 

I 


(40 


< 

( 


2 ir 

1 .2.3.4 

2 


^(’'‘^’\. 2 . 3 . 4 - 5.6 


Nous ne nous arrdterons pas davantage sur les consequences qm d 6 r^ ^ 
de la formule (17). On pent consulter sur cet objet I’excellent Ouvrage 
d’Euler, qui a pour titre Introductio in Analysm mfimtorum. 
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